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RESUM
L'algorisme de McLachlan per a ’alincament de dos conjunts de coordenades atdmiques €s
interpreiar sota I'opiica de U"Andlisi Mulivariant, que posa de manifest que el plantejameni
d’aquest problema €s equivalent al de I'andlisi de Procrusies 1 que la solucid proposada per
Kabsch és andloga a la de Sibson, desenvolupada independentment.

RESUMEN
El algoritmo de WcLachlan para el alincamiento de dos conjuntos de coordenadas ats-
micas se interpreia bajo la dptica del Andlisis Multivariante, poniendo de manifiesto
que £l planteamicnto de cste probiema es equivalente al del andlisis de Procrnstes y que
la solucién propuesta por Kabsch es andloga a ia de Sibson, desarrollada independiente-
menie.

ABSTRACT
McLachlan's algorithm for the alignment of twe sets of atomic coordinates is interpreted
under the Multivariate Analysis pont of view, putting into evidence that 1t 15 equivalent 10
Procrustes analysis, and that the soivtion proposed by Kabsch is analogous to Sibson’s, inde-
pendently developed.
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INTRODUCCIO

Un problema obert en €] camp de 1a quimica tedrica €s 1’establiment d’un algo-
risme eficient per a alinear en I’espai compostos pertanyents 2 una mateixa
familia. La superposicid d’estructures moleculars t€ aplicacid en la cerca auto-
matitzada en bases de dades tridimensionals (1}, en els models 3D-QSAR cons-
truits en calculs de camps cn punts d'una xarxa rectangular tridimensional {2} i
en totes aquelles téeniques comparatives que utilitzin estructures moleculars tri-
dimensionals, com ara la Semblan¢a Molecular Quantica {3). Entre les possibles
solucions que s’han donat a aquesta qiiestié, hi figura la minimitzacié de distan-
cies atdmiques intramoleculars d’aquells fragments que formen 'esquelet contd
dels compostos {4).
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MATERIALS I METODES
L’analisi de Procrustes

L’analisi de Procrustes (5) €s una eina d’analisi multivariant dissenyada per compa-
rar configuracions derivades amb técniques d’escalat multidimensional (6), ente-
nent-se per configuracid o representacid el conjunt de coordenades de n objectes en
un espal Euclidia p-dimensional, expressades en forma de mairiu {pxn}. L'andlisi de
Procrustes cerca 1'escalat 1sotrdpic 1 les translacions i rotacions rigides que millor
facin coincidir ambdues configuracions. Per a aquest problema han estat proposades
diverses solucions {7-9). En I'Ambit de la quimica ha estat utilitzat per a comparar
representacions generades per diferents operadors 1 indexs de Semblanga Quantica
{103, per a comparar diferents conjunts de descriptors moleculars (11) i com a técm-
ca de seleccid de variables cn models QSAR (12).

L’analisi de Procrustes es pot descriure de la manera segiient: signin A i B dues
configuracions de # objectes en un espai p-dimensional. $’assumeix que existeix
una relacid 1:1 entre cada objecte d’un espai i I'altre. La suma dels guadrats de les
distancies euclidianes entre els punts de les configuracions A i B val:

M7 =S, -af = 3, -2, ) (b, -a) ®

Per comparar les configuracions, es permetra als punts de la representacié A ser
traslladats, rotats 1 dilatats o contrets fins a obtenir una nova representacio, denctada
per A’, que coincideixi el millor possible amb la configuracié B. Les coordenades
de 'espai A es transformen seguint I'expressio:

=6R"a, +t @

En 'equacié anterior, & €s un factor d’escala {(dilatacié/contraccis), R és una
matriu {pxp} de rotacié i t & un vector de translacid. El vector a, al contrari, esth
format per les p coordenades de I'objecte i-¢sim. Substitnint T' expremé (2) ding
I'equacid {1}

- ﬁ;(b, _6R"a, -t) {b, ~0R"a, —t) 3

El criteri comparatiu €s clar: que dues configuracions s’assemblin voldra dir que
la suma dels quadrats de les distancies entre llurs punts serd el mes petita possible.
La derivacié de les expressions de 8, R i t perqué Ia funcié 347 sigui minima es pot
trobar al treball de Krzanowski i Marriott (13), 1 no sera reproduida aquf. Manipula-
cions algebraiques de 'expressid anterior duen a considerar Ja translacid dptima
com aquetla que situa els centroids d’ambdues configuracions al mateix punt. Sib-
son {14) va deduir la férmula de la matriu de rotacions optima amb una elegant
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demostracié que ne requeria calcular la derivada de M?. Existeix una demostracié
alternativa proporcionada per Mardia et al. (15). La forma explicita d’aquesta rota-
cid és:

R=(A"BB"A)" B7A) @
El factor d’escala optim & depen de la rotacié dptima i segueix la segtient expres-
s16:

12

_u{ARB") «(®RB'A) t(A"BB'A)

CwfaaT) T wlaa™) T wlaar) ©

on a la darrera igualtat s’ha substituit el valor de R pet donat a P'equacic (4).

La mesura de semblang¢a entre les dues configuracions pot dur-se a terme mit-
Jancant el valor minimitzat de A%, as2, del qual ara ja es coneixen els termes que el
formen:

M = (BB’ )—{tr(A:(;B—T:)) } ©

Aquesta formula no &s simétrica respecte de A 1 B, de manera que donard valors
diferents si s la configuracié A o la B 1a que cs pren de referéncia. Per solucionar
aquest problema, s’escala aquesta expressié dividint I'equaci6 (6) per «{BB):

Mg =1- LEA Ba) 2 7

tr{ATA Jtr(B"B

Aquesta nova equacié és simétrica i rep el nom d’estadistica de Procrustes. Es un
index de dissemblanga comprés dins Uinterval [(,1], i és més proper a zero com
més sembiants sén les configuracions.

RESULTATS I DISCUSSIO
Connexii enfre "anilisi Procrustes i I’alineament molecular

Siguin 4 1 B dues molecules de m, i m, atoms, respectivament, gue compartei-
xen 1 &toms de la seva estructura. Les coordenades dels atoms d’aquestes molécules
poden expressar-se de forma matricial amb les matrius A0 i BO, de dimensions
(3xm )} 1 (3um). L'origen d'aquestes coordenades pot ser un caleul d’optimitzacid
de geometria amb algun metode quimicoguantic, ¢ bé un experiment de difraccié de
raigs X. §’assumeix que l'estructura dels cossos és rigida, 1 s’elimina en consegiidn-
cia la possibilitat que els &tors puguin patir deformacions anisotrdpiques en com-
parar-se. Com que les estructures sén conegudes, s’escullen els Atoms de I’esquelet
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comi i es creen dues noves matrius de coordenades A i B, gue seran les que es
compararan. La dimensié d’aquestes matrius és (3xn}:

a¥
A=(a, a, .. a)aa =|a?
al
b
B=({, b, .. b,) ab,={b?
b

Els dos conjunts de coordenades atdmigues comunes poden ser comparats amb
I’anilisi de Procrustes seguint el desenvolupament tediic exposal anteriorment.
Aixi, es considerard la molécula B com a fixa, i es permetra a la molécula A trasila-
dar-se, rotar i dilatar-se o contreure’s a fi de minimitzar la funcié M.

Primer de tot, aquests conjunts de coordenades poden ser trasiladats trivialment
mitjancant una senzilla operaci¢ aritmética. Aguesta translacid situara 'origen de
coordenades al centroid de les dades satisfent la translacié optima t de I'anlisi de
Procrustes.

En principi, el terme & de contraccid/dilatacid de I'equacié de Procrustes no
hauria de tenir cap relievancia aquf, atés que els conjunts de coordenades se supo-
sen d'igual escala. L’dnic paper possible apareix guan s’utilitzen unitats diferents
per a cadascun dels dos sistemes; per exemple, angstréms i unitats atdmiques de
distancia. En aquest cas, el coeficient § equivaldra al factor de conversid entre amb-
dues unitats.

Molt més interessants que la translacié 1 I'escalat de les coordenades moleculars
resulta Ia rotacié optima que les orientard adequadament. Aquest terme €s el que
proporciona la transformacié més significativa per a I’alineament eatre les dues
molécules. Un cop centrats i escalats apropiadament ambdds conjunts de coordena-
des, la matriu R s’aplica sobre A per sobreposar les coordenades. El més rellevant
d’aquest tractament €s gue, encara que la matriu de rotacié R, de dimensions (3x3),
ha estat construida utilitzant el subconjunt format pels dtoms de I'esquelet comi,
pot ésser aplicada al conjunt complet de coordenades atdmiques de la molécula

transformada, A
T
A.;) = RTAO =[@TBBTA)]J{2 @TA)']] Ao (8}

on s’ha assumnit que la translacid 1 I'escalat ja havien estat duts a terme préviament.
Aquesta darrera equacié déna 'alineament entre les dues molécules, i no només
entre les subesiructures comunes.

Un desenvolupament molt similar a 'anterior va ser utilitzat per McLachlan
com & base per al seu algorisme d’alinearnent molecular (4}. Aixd, I'amlor permetia
a una de les dues molécules rotar i traslladar-se fins a minimitzar una funcid
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d’error. El residual 2 minimitzar era una extensié de I'equacié (1), on s'introduten
uns coeficients de pes 12 w, dins de cada terme del sumatori. McLachlan obtenia la
mateixa solucié per a la translacié Optima (superposicid de centroids), 1 el factor
d’escala era ignorat.

No existeix una solucié dnica per a resoldre el problema de la rotacid dptima.
Aixi, McLachlan {16} proposa una matriu que era derivada a pariir d’un procedi-
ment iteratiu de minimitzacié pel meétode del gradient conjugat. Diamond {17} sug-
geri una factoritzacié de la solucié en dues matrius: una de simétrica 1 una d’ortogo-
nal. La millor solucid, perd, la va proporcionar Kabsch (18,19), que va derivar una
expressié analitica per a la matriu de rotacions & partir d’un ajustament per minims
quadrats. El més interessant €s que la solucié al problema de Procrustes aportada
per Sibson el 1978 (14) coincideix amb el métede de Kabsch, publicat dos anys
abans amb un enfocament diferent. Com s’ha esmentat, entre ambdés algorismes hi
ha liengeres diferéncies: mentre que 1’analisi de Procrustes permet la dilatacid o
contraccié del conjunt de dades, 1'enfocament de McLachlan inclow uns coeficients
de pes a les coordenades. En esséncia, pero, tracten el mateix problema i coincidei-
xen també en la solucid.

Reinterpretacié de |’estadistica Procrustes

Un dels efectes habitualment detectables en 'estructura molecular de compostos
d’una mateixa familia és la distorsio de ’esquelet comd deguda a la interaccid amb
els substituents no comuns. Aguesta interaccid pot donar lloc a variacions en les
distancies d’enlla¢ interatbmiques, en angles, etc., que poden evidenciar-se experi-
mentalment mitjangant técniques espectroscdpiques.

Com s’ha esmentat, el valor minimitzat de M*® déna una mesura de 1a sernblanga
entre les dues configuracions. Seguint ¢l raonament exposat, I'estadistica de Pro-
crustes, quan es calcula per a coordenades atdomiques de 1'esquelet comd de dues
melécules, donard una mesura quantitativa dels efectes de deformacié d’aquest
esquelet produida per la resta de substituents. Com més proper a zero sigui I'index,
més similars seran els dos conjunts de coordenades i, en consegii¢ncia, menor sera
la distorsid de llur estructura.

A més, I'expressio 1-A) (vegeu equacié {7)) pot interpretar-se com e} quadrat
d’un pseudoindex de Carbé, ja que el denominador inclou el producte escalar dels
descriptors de les molécules A 1 8 per separat, mentre que el numerador t€ la forma
d’un producte crevat entre A i B:

T ©®

" {4 )B)

Aquest index de semblanga estd comprés en interval [0,1], més proper a 1 com
més similars siguin els dos conjunts de dades comparats,
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Extensié a diferents conjunis de coordenades atdmiques

L’objectin, tant del metode de McLachlan com el de 1'analisi de Procrustes, era
superposar dos conjunts de coordenades entre les quals existia una relacié 1:1. Tan-
mateix, res impedeix que el problema es generalitzi 2 un nombre arbitran d’objec-
tes. Sota aguestes consideracions, Gerber i Miiller van extendre el treball de
McLachlan al cas de voler comparar més de dos conjunts de coordenades atdmiques
{20}. Tot 1 que no s’incidira en aquesta generalitzacio, resulta interessant assenyalar
que paral-lelament també ha estat descrita una extensi6 dins la teoria de analisi de
Procrustes, que ha dut a 'anomenat gnalisi de Procrustes generalitzat (GPA), intro-
duit inicialment per Kristof i Wingersky (21) i desenvolupat per Gower (22) i Ten
Berge (23).

CONCLUSIONS

En aquest treball s’ha mostrat com "enfocament de McLachlan al problema de la
superposicié molecular coincideix amb una metodologia ben coneguda al camp de
I’ Analisi Multivariant: 1’anomenat analisi de Procrustes. La solucié per a la matrin
de rotacié proposada per Sibson coincideix amb la de Kabsch, desenvolupada inde-
pendentment.

Val a dir que I’algorisme, encara que exiremadament rapid i eficient, ha esdevin-
gut tnoperant a causa d'una dificultat insalvable: Ia intervencié externa de I'investi-
gador, que ha de seleccionar els atoms pertanyents a 1’esquelet comu i recopilar les
seves coordenades en submatrius. Molts altres métodes han estat proposats des
d’aleshores, basats en altres principis 1 capagos d’orientar grans séries de compostos
d’'una forma ripida, efectiva i compietament transparent per a ['usuari. La metodolo-
gia discutida roman il Gnicament en sistemes molt grans, com ara proteines, on el
temps de ciicul requerit per a executar els algorismes alternatius els fa inaplicables,
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