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RESUM 
L'algorisme de McLachlan per a ]'alineament de dos conjunts de coordenades atbmiques és 
interpretat sota l'bptica de 1'Anhlisi Multivariant, que posa de manifest que el plantejament 
d'aquest problema és equivalent al de l'anklisi de Procrustes i que la solució proposada per 
Kabsch és anlloga a la de Sibson, desenvolupada independentment. 

RESUMEN 
El algoritmo de McLachlan para el alineamiento de dos conjuntos de coordenadas ató- 
micas se interpreta bajo la Óptica del Análisis Multivariante, poniendo de manifiesto 
que el planteamiento de este problema es equivalente al del análisis de Procrustes y que 
la solución propuesta por Kabsch es análoga a la de Sibson, desarrollada independiente- 
mente. 

ABSTRA CT 
McLachlan's algorithm for the alignment of two sets of atomic coordinates is interpreted 
under the Multivariate Analysis point of view, putting into evidence that it is equivalent to 
Procrustes analysis, and that the solution proposed by Kabsch is analogous to Sibson's, inde- 
pendently developed. 
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Un problema obert en el camp de la química tebrica és l'establiment d'un algo- 
risme eficient per a alinear en l'espai compostos pertanyents a una mateixa 
família. La superposició d'estructures moleculars té aplicació en la cerca auto- 
matitzada en bases de dades tridimensionals (I), en els models 3D-QSAR cons- 
trui'ts en cilculs de camps en punts d'una xarxa rectangular tridimensional (2) i 
en totes aquelles tkcniques comparatives que utilitzin estructures moleculars tri- 
dimensionals, com ara la Semblan~a Molecular Quiintica (3). Entre les possibles 
solucions que s'han donat a aquesta qüestió, hi figura la minimització de distiin- 
cies atbmiques intramoleculars d'aquells fragments que formen l'esquelet comú 
dels compostos (4). 



MATERIALS I METODES 

L'anAlisi de Procrustes 

L'anhlisi de Procrustes (5) és una eina d'aniilisi multivariant dissenyada per compa- 
rar configuracions derivades amb tbcniques d'escalat multidimensional (6), ente- 
nent-se per configuració o representació el conjunt de coordenades de n objectes en 
un espai Euclidih p-dimensional, expressades en forma de matriu (pxn). L'anhlisi de 
Procrustes cerca l'escalat isotrbpic i les translacions i rotacions rígides que millor 
facin coincidir ambdues configuracions. Per a aquest problema han estat proposades 
diverses solucions (7-9). En l'hmbit de la química ha estat utilitzat per a comparar 
representacions generades per diferents operadors i índexs de Semblan~a Quhntica 
(10), per a comparar diferents conjunts de descriptors moleculars (1 1) i com a tbcni- 
ca de selecció de variables en models QSAR (12). 

L'anhlisi de Procrustes es pot descriure de la manera següent: siguin A i B dues 
configuracions de n objectes en un espai p-dimensional. S'assumeix que existeix 
una relació 1:l entre cada objecte d'un espai i l'altre. La suma dels quadrats de les 
disthncies euclidianes entre els punts de les configuracions A i B val: 
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Per comparar les configuracions, es permetrh als punts de la representació A ser 
traslladats, rotats i dilatats o contrets fins a obtenir una nova representació, denotada 
per A', que coincideixi el millor possible amb la configuració B. Les coordenades 
de l'espai A es transformen seguint l'expressió: 

En l'equació anterior, 6 és un factor d'escala (dilatació/contracció), R és una 
matriu (pxp) de rotació i t és un vector de translació. El vector a,, al contrari, est& 
format per les p coordenades de l'objecte i-bsim. Substituint l'expressió (2) dins 
l'equació (1): 

El criteri comparatiu és clar: que dues configuracions s'assemblin voldrh dir que 
la suma dels quadrats de les distancies entre llurs punts serh el més petita possible. 
La derivació de les expressions de 6, R i t perquk la funció MZ sigui mínima es pot 
trobar al treball de Krzanowski i Marriott (13), i no ser2 reprodui'da aquí. Manipula- 
cions algebraiques de l'expressió anterior duen a considerar la translació bptima 
com aquella que situa els centroids d'ambdues configuracions al mateix punt. Sib- 
son (14) va deduir la fórmula de la matriu de rotacions bptima amb una elegant 



demostració que no requeria calcular la derivada de M2. Existeix una demostració 
alternativa proporcionada per Mardia et al. (15). La forma explícita d'aquesta rota- 
ció és: 

El factor d'escala bptim 6 depbn de la rotació bptima i segueix la següent expres- 
sió: 

on a la darrera igualtat s'ha substitu'it el valor de R pel donat a l'equació (4). 

La mesura de semblanqa entre les dues configuracions pot dur-se a terme mit- 
janqant el valor minimitzat de M2, M:, del qual ara ja es coneixen els termes que el 
formen: 

Aquesta fórmula no és simbtrica respecte de A i B, de manera que donara valors 
diferents si és la configuració A o la B la que es pren de referencia. Per solucionar 
aquest problema, s'escala aquesta expressió dividint l'equació (6) per t r ( ~ ~ B ) :  

Aquesta nova equació és simktrica i rep el nom d'estadística de Procrustes. És un 
índex de dissemblanqa comprbs dins I'interval [0,1], i és més proper a zero com 
més semblants són les configuracions. 

Connexió entre l'analisi Procrustes i l'alineament molecular 

Siguin A i B dues molbcules de mA i mB itoms, respectivament, que compartei- 
xen n htoms de la seva estructura. Les coordenades dels Btoms d'aquestes molbcules 
poden expressar-se de forma matricial amb les matrius A, i Bo, de dimensions 
(3xmA) i (3xmB). L'origen d'aquestes coordenades pot ser un calcul d'optimització 
de geometria amb algun mbtode quimicoquantic, o bé un experiment de difracció de 
raigs X. S'assumeix que l'estructura dels cossos és rígida, i s'elimina en conseqiibn- 
cia la possibilitat que els atoms puguin patir deformacions anisotrbpiques en com- 
parar-se. Com que les estructures són conegudes, s'escullen els Btoms de l'esquelet 



comú i es creen dues noves matrius de coordenades A i B, que seran les que es 
compararan. La dimensió d'aquestes matrius és (3xn): 

~ = ( a ,  a, ... a,) / \ a , =  

Els dos conjunts de coordenades atbmiques comunes poden ser comparats amb 
l'anilisi de Procrustes seguint el desenvolupament tebric exposat anteriorment. 
Aixi, es considerara la molbcula B com a fixa, i es permetrii a la molbcula A traslla- 
dar-se, rotar i dilatar-se o contreure's a fi de minimitzar la funció W. 

Primer de tot, aquests conjunts de coordenades poden ser traslladats trivialment 
mitjan~ant una senzilla operació aritmbtica. Aquesta translació situar2 l'origen de 
coordenades al centroid de les dades satisfent la translació bptima t de l'anhlisi de 
Procrustes. 

En principi, el terme 6 de contracciÓ/dilataciÓ de l'equació de Procrustes no 
hauria de tenir cap rellevincia aquí, atbs que els conjunts de coordenades se supo- 
sen d'igual escala. L'únic paper possible apareix quan s'utilitzen unitats diferents 
per a cadascun dels dos sistemes; per exemple, Bngstroms i unitats atbmiques de 
distancia. En aquest cas, el coeficient 6 equivaldra al factor de conversió entre amb- 
dues unitats. 

Molt més interessants que la translació i l'escalat de les coordenades moleculars 
resulta la rotació bptima que les orientara adequadament. Aquest terme és el que 
proporciona la transformació més significativa per a l'alineament entre les dues 
molbcules. Un cop centrats i escalats apropiadament ambdós conjunts de coordena- 
des, la matriu R s'aplica sobre A per sobreposar les coordenades. El més rellevant 
d'aquest tractament és que, encara que la matriu de rotació R, de dimensions (3x3), 
ha estat constniida utilitzant el subconjunt format pels &oms de l'esquelet comú, 
pot ésser aplicada al conjunt complet de coordenades atbmiques de la molbcula 
transformada, A,: 

on s'ha assumit que la translació i l'escalat ja havien estat duts a terme prbviament. 
Aquesta darrera equació dóna l'alineament entre les dues molbcules, i no només 
entre les subestructures comunes. 

Un desenvolupament molt similar a l'anterior va ser utilitzat per McLachlan 
com a base per al seu algorisme d'alineament molecular (4). Aixi, l'autor permetia 
a una de les dues molbcules rotar i traslladar-se fins a minimitzar una funció 
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d'error. El residual a minimitzar era una extensió de l'equació (I), on s'introdui'en 
uns coeficients de pes 112 w, dins de cada terme del sumatori. McLachlan obtenia la 
mateixa solució per a la translació bptima (superposició de centroids), i el factor 
d'escala era ignorat. 

No existeix una solució única per a resoldre el problema de la rotació bptima. 
Així, McLachlan (16) proposa una matriu que era derivada a partir d'un procedi- 
ment iteratiu de minimització pel mbtode del gradient conjugat. Diamond (17) sug- 
gerí una factorització de la solució en dues matrius: una de simbtrica i una d'ortogo- 
nal. La millor solució, perb, la va proporcionar Kabsch (18,19), que va derivar una 
expressió analítica per a la matriu de rotacions a partir d'un ajustament per mínims 
quadrats. El més interessant és que la solució al problema de Procrustes aportada 
per Sibson el 1978 (14) coincideix amb el mbtode de Kabsch, publicat dos anys 
abans amb un enfocament diferent. Com s'ha esmentat, entre ambdós algorismes hi 
ha lleugeres diferbncies: mentre que l'anhlisi de Procrustes permet la dilatació o 
contracció del conjunt de dades, l'enfocament de McLachlan inclou uns coeficients 
de pes a les coordenades. En essbncia, perb, tracten el mateix problema i coincidei- 
xen també en la solució. 

Reinterpretació de l'estadistica Procrustes 

Un dels efectes habitualment detectables en l'estructura molecular de compostos 
d'una mateixa familia és la distorsió de l'esquelet comú deguda a la interacció amb 
els substituents no comuns. Aquesta interacció pot donar lloc a variacions en les 
distancies d'enllaq interatbmiques, en angles, etc., que poden evidenciar-se experi- 
mentalment mitjanqant tbcniques espectroscbpiques. 

Com s'ha esmentat, el valor minimitzat de M2 dóna una mesura de la semblanqa 
entre les dues configuracions. Seguint el raonament exposat, l'estadística de Pro- 
crustes, quan es calcula per a coordenades atbmiques de l'esquelet comú de dues 
molbcules, donara una mesura quantitativa dels efectes de deformació d'aquest 
esquelet produi'da per la resta de substituents. Com més proper a zero sigui l'índex, 
més similars seran els dos conjunts de coordenades i, en conseqiibncia, menor ser& 
la distorsió de llur estructura. 

A més, l'expressió I - M i  (vegeu equació (7)) pot interpretar-se com el quadrat 
d'un pseudoíndex de Carbó, ja que el denominador inclou el producte escalar dels 
descriptors de les molbcules A i B per separat, mentre que el numerador té la forma 
d'un producte creuat entre A i B: 

Aquest índex de semblan~a esta comprbs en l'interval [0,1], més proper a 1 com 
més similars siguin els dos conjunts de dades comparats. 



Extensió a diferents conjunts de coordenades athmiques 

L'objectiu, tant del mhtode de McLachlan com el de l'analisi de Procrustes, era 
superposar dos conjunts de coordenades entre les quals existia una relació 1: 1. Tan- 
mateix, res impedeix que el problema es generalitzi a un nombre arbitrari d'objec- 
tes. Sota aquestes consideracions, Gerber i Muller van extendre el treball de 
McLachlan al cas de voler comparar més de dos conjunts de coordenades atbmiques 
(20). Tot i que no s'incidirh en aquesta generalització, resulta interessant assenyalar 
que paral.lelament també ha estat descrita una extensió dins la teoria de l'analisi de 
Procrustes, que ha dut a l'anomenat analisi de Procrustes generalitzat (GPA), intro- 
dui't inicialment per Kristof i Wingersky (21) i desenvolupat per Gower (22) i Ten 
Berge (23). 

CONCLUSIONS 

En aquest treball s'ha mostrat com l'enfocament de McLachlan al problema de la 
superposició molecular coincideix amb una metodologia ben coneguda al camp de 
1'Anilisi Multivariant: l'anomenat anhlisi de Procrustes. La solució per a la matriu 
de rotació proposada per Sibson coincideix amb la de Kabsch, desenvolupada inde- 
pendentment. 

Val a dir que l'algorisme, encara que extremadament rapid i eficient, ha esdevin- 
gut inoperant a causa d'una dificultat insalvable: la intervenció externa de l'investi- 
gador, que ha de seleccionar els &oms pertanyents a l'esquelet comú i recopilar les 
seves coordenades en submatrius. Molts altres mbtodes han estat proposats des 
d'aleshores, basats en altres principis i capaqos d'orientar grans sbries de compostos 
d'una forma rapida, efectiva i completament transparent per a l'usuari. La metodolo- 
gia discutida roman Útil Únicament en sistemes molt grans, com ara protei'nes, on el 
temps de chlcul requerit per a executar els algorismes alternatius els fa inaplicables. 

Aquest treball ha estat finanqat parcialment amb el contracte de la Comissió Euro- 
pea #ENV4-CT97-0508. Els autors volen expressar el seu agrai'ment a Wolfgang 
Kabsch (Institut Max Planck, Heidelberg) per la seva amabilitat i les seves interes- 
sants observacions. 
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