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RESUM
Es presenia un nou algorisme per a la diaponalitzacid de matrius amb diagonal dominant. Es
mostra la seva cficicia ca ¢l tractament de matrivs no simétriques, amb elements definits
sobre €] cos complex i, fins i tot, do grans dimensions. Es posa de manifest 1a senziliesa el
métode aixi com ta facilitat d’implementacié en forma de codi de programacid. Es comenten
els sews avantatges 1 caracteristiques limitants, aixf com algunes de les millores que es poden
implementar. Finalmeat, ed mostren alguns exemples numérics.

RESUMEN
Se presenta un nueve algoritmo para la diagonalizacién de matrices con diagonal dominante.
Se muestra su efjcacia en el tratamiento de matrices no simétricas, con clementos definidos
en el campo complejo €, inclusive, de grandes dimensiones. Se pone de manifiesio Ja senci-
liez del método asi come la facilidad de implementacion en forma de cddigo de programa-
cidn. Se comentan sus ventajas y caracteristicas limitantes, asi como aiguna de la mejoras que
¢l método puede asumir. Finalmente, sc mucestran algunos cjemplos neméricos.

ABSTRACT
A new algorithm is presented which is useful for the diagonalization of diagonal dominant
matrices. Its efficacy in the treatment of non-symmetric matrices, which complex clements
or, even, of large dimeasions Is shown. The simplicity of the method and the casiness of pro-
gramming implementation are also revealed. The method characteristics are also commented
together with possible enhancements that can be considered. Finally, some numerical exam-
ples are given.
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FONAMENTS TEORICS DEL METODE

El métode APT {Autoadjusting Perturbation Theory) (1) es va presentar inicialment
com una nova teoria de pertorbacions amb millors caracteristiques de convergéncia
que les ofertes per la teoria de pertorbacions de Rayleigh-Schridinger (1). Aqui es
presenta una versi¢ simplificada del métode, ia qual s’aplica a trobar un sol vector i
valor propis d’una matriu quadrada arbitrdria peré amb diagonal suficientment
dominant.
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Molts métodes de diagonalitzacid de matrius es basen a aplicar transformacions de
semblanca sobre la matriv que s’ha de tractar. Per exemple, la diagonalitzacié d’una
matriu H es pot iniciar aplicant Ia transformacié de semblanca originada per una matriu Z:

H=-Z'HZ (1

i el procés es pot anar iterant sobre la2 nova matriu obtinguda fins a assolir la com-
pleta diagenalitzacié de la matriu de partida {2,3). Si se segueix aquesta metodolo-
gia, és ben sabut que per conéixer els vectors propis de la matriu H caldrk anar ava-
luant els successius productes entre les diferents matrius de transformacié Z que es
vagin utilitzant.

Aquest treball se centra en el cas de trobar un sol vector i valor propis de H. Per
localitzar un valor propi es pot recérrer a anul-lar el radi del disc de Gershgorin
{4,5) associat a un element diagonal de la matriv H. Aixd equival a cercar una
matriu de transformacié Z que anul'li tots els elements d’una columna (o filera)
excepte el diagonal {2). Aquesta operacid 1’anomenarem diagonalitzar una columna
(o filera) de la matriu H. Una vegada s’aconsegueix la diagonalitzacié de la colum-
na, ¢l valor diagonal remanent és el valor propi cercat i la matriu de transformacio6
Z conté la informacid sobre el vector propi a qué estz associat.

El métode APT es basa en la utilitzacié d’una forma particular de les matrius de
trapsformacidé Z de tal manera que només es diagonalitza una sola i predeterminada
columna de la matrivc H. D’altra banda, Z té una estructura particular que permet el
caleul senzill i immediat de la seva inversa i, per tant, del doble producte matricial
que defineix la transformacié de semblanga (1}, Concretament, quan es vol diago-
nalitzar la columna p-&sima de la matriu H d’ordre n, la matriu quadrada Z també
és d’ordre n i es defineix com a

Z=1+W 2)

a on I és la matriu identitat i W és la matriu nulla a la quat s’ha substituit la p-
ésima columna per un vector w que t€ la p-&sima component també nul-la.

A efectes practics només cal considerar la forma explicita del vector w ¢ pésima
columna de la matriu W

w={w|w=00} &)
aon (0,0) és I'elemen! neutre per a la suma en el cos complex.

D'altra banda, i a efectes d’algorismica 1 de programacid, també és til conside-
rar el vector p-¢sima columna de la matriu Z: Z=w+e,_ on e £s el p-&sim vector
canonic complex. L'inica diferéncia entre els vectors w i z €s la preséncia de 1’ele-
ment {0,0) o (1,0} en la posicié p. En el text es fara referéncia al vector gque permeti
una escriptura més rapida i comoda en cada moment, perd sempre es podran fer
interpretacions en termes de 1’altre.
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L’estructura particular de la matriu de transformacid Z utilitzada en €l meétode
APT la fa matematicament i computacionalment molt manejable a causa de les
segilents propietats que es destaquen:

1. Només cal guardar en memdria un sol vector {(w o z).

2. El producte d’una matriu quadrada arbitraria A per la matriv Z t€ com a tnic
efecte la modificacié del vector p-&sima columna de la matriu A: a aquesta
columna se li ha addicionat el vector Aw.

3. Segons la propietat anterior, el producte de dues matrius amb I'estructura de Z
també €s una altra matriv amb la mateixa estruciura. El vector w associat a la
matriu resultant és la suma dels dos vecters w relatius a les dues matrius que
es multipliquen, Aixo indica que aquest producte matricial €s commutatiu.

4, La inversa de la mattiv Z és simplement 27 = 1 - W, 1a qual té la mateixa
estructura de Z.

Fent ts de les dues darreres propietats anteriors, es demostra facilment que la
transformacié de semblanga que provoca la matriu Z definida a (2) sobre 1a matriu
H que apareix a (1) es codifica a través del conjunt de transformacions segiient:

a} Per i=p,j=p: h_ < o,

b}y Per i=p,j=p: hip €0 -20 {4)
c} Per i=p,j=p: h < h

d) Per i#p,j=p: h <« h -zh

on {h.} sén els elements de la matriu H, {z} s6n els elements del vector z i cls ter-
mes {0 } son els elements del vector g, el qual esta definit com a

o=Hz. (5)

L’expressié (4} assenyala quina forma pren la matriu H just després de Paplica-
ci6é de la primera matriu de transformacié Z. Els nous termes que apareixcen a la
columna p defineixen el vector residu o remanent que s’ha de diagonalitzar:

r={ti=oi_ziop Viep rP=(0D)} (6)

i a partir d’ells s’obtindra la nova transformacié que s’ha d’aplicar.

Per tal de dirigir la transformacié {4} cap a la diagonalitzacid de la columna p-
ésima de H, cal que el vector inicial z considerat sigui com més proper millor al
vector propi buscat. Si ne es disposa de més informacié, el més comu és definir el
vector w a partir de la correccié de primer ordre de la teoria de pertorbacions de
Rayleigh-Schriédinger. Llavors, en fa primera iteracié, el vector w esdevé:

h, .
w = wi='E—-:'FI-VJ_#p i w,=1(00)
%Y I (7)
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Per a les iteracions que segueixen també es pot aplicar la correccid pertorbativa de
primer ordre. Per exemple, els segiients vectors w que cal considerar sdn del tipus:

5 )
W={w, = v : = {0
T o, —h,+zh, i=p ; w_=(00)

3

8
els quals s’obtenen aplicant la mateixa recepla (7) sobre la nova matriu definida a {4).

Per tal d’obtenir un algorisme que no modifiqui la matriu original es tren profit
de la propietat 3 descrita més amunt 1 associada a les matrius del tipus Z: no s’aplica
una nova matriu de transformacié Z sobre la matriu H_ de (1}, siné que s’avalva
quina és la transformacid global efectiva que s’aplicaria sobre la matriu original H si
aixd es fes. En aquest cas cal considerar quin és el producte de dues transformacions
del tipus Z. Segons la propietat 3, aquest productc origina una altra matriu del
mateix tipus. Per obtenir-la, segons la mateixa propietat 3, només cal fer una suma
vectorial sobre la columna rellevant de la matriu Z original. A efectes prictics, aixo
es tradueix a anar afegint termes sobre ¢l vector 2 0 w cada vegada que s’aplica una
nova transformacié de semblanga. Es aquesta caracteristica la que permet concebre
cl procés de diagonalitzacié de manera iterativa 1 sense haver de transformar la
matriu original H. En resum, ¢l que cs fa a cada iteracio és afegir el vector definit a
{8) sobre ¢l vector w previ { llavors es torna a aplicar la nova matriu Z resultant uti-
litzant de nou el producte (1}, 1 aixi s'obté¢ una nova matriu transformada del tipus
(4), la qual permet calcular el nou vector w segons la formuta (8). Guan els clements
del vector residu definit a (6) es fan negligibles, les correccions pertorbatives que cal
considerar també ho sdn 1 es pot considerar acabat cl procediment de diagonalitzacio.

Al final del procés iteratiu, ¢l vector z esdevé el vector propi no normalitzat de H.
La preséncia de 'element (1,0} a Iz posicid p cvidencia que, al llarg de tot ¢l procés,
s’ha estat treballant sota el marc d’una normalitzacid intermédia. A cada iteracid,
I'element o, que s'ha calculat constituelx una nova aproximaci6 al valor propi buscat.

COMENTARIS SOBRE EL. METODE

El métode APT presenta diversos avantatges i inconvenients algébrics o computa-
cionals i també permet que I siguin implementades millores. A continnacid es des-
criuen breument algunes d’aquestes caracteristiques. Moltes s’estan analitzant
actuzlment al nostre laboratori.

Avantatges del métode

* Nom¢s cal guardar en memoria un parell de vectors: zi o,

* Bs basa cn Paplicacio d’una transformacié de semblanca general i aixd permet
que es pugui diagonalitzar qualsevol tipus de matriu, ja sigui simétrica o no i
tant si té elements reals com imaginaris.
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* El métode convergeix molt més rapidament que la teoria de pertorbacions de
Rayleigh-Schradinger (1).

« Com que es tracta d’'un meétode iteratiu, només la darrera iteracid aporta 1’error
numeric d’acumulacié.

*+ El seu cost €s lineal en relacié amb ¢l nombre d’iteracions. Aixo fa que es
puguin assolir ordres de correccié de tipus perterbacional amb un cost molt
més baix que 1'ofert per la teoria de pertorbacions de Rayleigh-Schrddinger.
Aquesta caracteristica sera estudiada en un futur al nostre laboratori per tal de
trobar expressions alternatives a les conegudes de Maller i Plesset (6) en ¢l
marc de la quimica quantica.

+ Com que no transforma directament la matriu H, el meétode es pot utilitzar per
diagonalitzar matrius de grans dimensions. La matriu que s’ha de diagonalitzar
només intervé de manera global en 1’avaluacié del producte (5).

Caracteristiqgues limitants del métode

+ Bs aplicable a la diagonalitzacié de qualsevol columna només quan aquesta té
una diagonal prou dominant o s’aplica en la primera iteracid un vector Z molt
proper al vector propi cercat.

* Es pot considerar que el métode APT només tracta un subespai monodimen-
sicnal i, per tant, la seva convergéncia és lenta en comparacié amb altres méto-
des que treballen amb subespais de dimensid reduida (7, 8, 9).

Algunes millores addicionals

* En lloc d’afegir directament els nous vectors de correccid w, es poden addicio-
nar nuiltiples d’aquest sota el criteri de cercar una mipimitzacié del mddu] del
vector residu (6) que es genera a cada iteracjé.

* 5i es guarden les darreres correccions utilitzades, es pot treballar amb subes-
pais de dimensi6 arbifraria, tal com fan altres métodes, com per exemple el de
Davidson (10) per a matrius simétriques. D’aquesta manera es pot concebre el
procediment APT com un generador de vectors pels métodes de diagonalitza-
cid per aproximacié des d’un subespai (11).

= En la primera iteracid es pot utilitzar una bona aproximacié al veclor propi cer-
cat. Per exemple, aquesta es pot obtenir utilitzant correccions d’ordre superior
al primer de la teoria de pertorbacions ¢ bé prenent el vector que sorgeix de la
diagonalitzaci6 d’una submatriuv de H.

+ El métode es pot adaptar per calcular diversos vectors propis alhora (11). Si
aix0 es posa en practica, a cada iteracié es poden depurar les actuals aproxima-
cions als vectors propis per tal que aquestes siguin ortogonals als vectors pro-
pis que ja hagin convergit.

* D'altra banda, el coneixement del vector o definit 2 (5) permet calcular ficil-
ment una altra aproximacié al valor propi a través del quocient de Rayleigh-
Ritz. '

* Per tal d’agilitar els calculs en 1’avaluacid de les correccions descrites a (8) es
poden guardar en memoria un o dos vectors addicionals: els que contenen la
diagonal i la filera p-€sima de la matriu original H.
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ALGORISME I CODI COMPUTACIONALS

L’algorisme 1 constitueix la codificacié del métode que s’acaba de descriure. En
cas de convergéncia, el vector z acaba emmagatzemant un vector propi no normalit-
zat de la matriu H i la variable ¢ és el valor propi associat. El criteri de convergén-
cia estd governal pel parimetre real €: quan tots els components del vector residu
(6) tenen modul inferior a aquesta quantitat, el procés s’atura i es considera que ha
convergit.

1. Ipicialitzacions: k=0. Comptador d’iteracions.
& >0. Nombre maxim d’iteracions permés.
1 s p = n.Columna per diagonalitzar.
e> 0.  Tolerancia del procediment.
d=c0.  Test de convergéncia.

2,  Vector inicial obtingut a partir de les correccions pertorbatives de pri-
| mer ordre:
| - _ h J-P V . .

2=\& =} g, VitPi% = @A)

Bp n

3.  Mentrestant s’ha de fer d»¢ i k<k |
a) o = Hz: coll ¢’ampolla del métode.
b} e =G, : aproximacié actual al valor propi. l
c) Afegeix correccid de primer ordre al vector propi.
S’obté la neva aproximaci6 millorada al vector propi.
Fem Vi=p:

d) §= max{oi— z.le{}
i : Maxim modul en els compo-
nents del residu.
e} k < k + 1: inctementa el comptador d’iteracions.

4. Si &»¢ el procediment no ha convergit. $’atura el procés.

8. Convergéncia assolida. Fi,

Algorisme 1. Troba un valor propi {€) i el corresponent vector propi no normalitzat (z)
d’una matriv quadrada H={h } d’ordre n amb elements pertanyents al cos
complex. Es diagonalitza la p-ésima columna. Els vectors de correccio que
requereix el métode APT 5°obtenen a partir de la correccic de primer ordre
de la teoria de periorbacions de Rayleigh-Schridinger.
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El programa 1 és el codi en Foriran 90 que implementa 1'algorisme 1. En la

seva confeccié s’ha procurat utilitzar els mateixes noms de variables que els que

apareixen al text i a "algorisme 1 per tal de facilitar-ne la lectura i interpretacid.

i

logical function APT Complex(H,epsilon,kmex,z,e,n,p,delta)
¥

Implementacic de 1l'algorisme APT.
La funcid retorna .true. si ha convergit satisfactoriament.
Es canvia el valor de kmax.

!

t

!

!

! Entrada:

! n : ordre de la matriu

! H{n,n) : matriv per diagonalitzar.

! epsilon : tolerancia del procés.

! kmax nombre maxim d‘iteracions gue se suportara.

! P index de la columna per diagonalitzar.

1

! Sortida:

! e valor propi trobat.

! z{n) vector propi no normalitzat corresponent.

! delta modul maxim en els components del vector resida. !
! kmax nombre d’iteracions que s‘'ha efectuat. H

1
IMPLICIT DOUBLE PRECISION {a-h,o0-2)
INTEGER p’

COMPLEX*16 H{n,n},2(n},sigma{n},e,Ri

z(p)=(1.0d40,0.040} Vector z inicial
DO i=1,n; IF (i/=p} =z(i)=H(i,p}/(H(p,p)-H{i,1)); END DO

k=0 ! Comptador d'iteracions
delta=epsilon+1.04d0d
DO WHILE (delta>epsilon.and.k<kmax)
k=}+1
sigma=MATMUL(H,2)
e=sigma(p}
delta=0,0d0
DO i=i,n
IF (i/=p) THEY
Ri=sigma{i)-z(ij*e ! Component del vector residu
z{i)=z{i)+Ri/{e-H{i,iyte{i)*H{p,1}}
delta=MaX{delta,REAL{RL)**2+AIMAG{R1)**2}
END IT
END DO
delta=SQRT(delta)
END DO
IF (delta>epsilon} THEN
APT Complex=.false.
ELSE
APT_Complex=.true.;
EnND IF

END
]

Bucle iteratiu

Coll drampella del mé&tode
Mova aproximacic al valor propi

1
1
! Maxim mbddul dels components del residu

t No convergeix

kmax=k ! Ha convergit!

Programa 1. Codificacid en Fortran 90 de Palgorisme 1. En aquesta versic la matriv dia-
gonalitzar s'ubica a la memdria principal de l'ordinador.
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El coll d’ampolla de ’algorisme és el producte matriuvector c=Hz. Aquest esta
codificat a través d’una funcié propia del llenguatge Fortran 90 1 és per aix0 que el
codi que es presenta requereix encabir tota la matriu en la memoria de 1’ordinador.
Es clar que quan les dimensions de la matriu no permeten disposar de tota la matriu
emmagatzemada en memoria, caldrd codificar €l producte a través d’una funcié
definida per 'usuari. En aquests casos, el més tipic €s generar el vector s resultant a
través de les diferents contribucions dels elements de la matriu H. Tanmateix,
aquest procediment sempre depén directament del tipus d’aplicacié concreta que
origina la matriu que s’ha de diagonalitzar. '

Tant I’algotisme com el codi de programacié treballen de manera explicita
amb ] vector z, Tot i 2ixd, les redefinicions que es fan en el pas 3c de ’algoris-
me 1 s6n addicions del nou vector w sobre el vector z antic. Aquesta addicié no
€s res més que el caleul encobert del producte de dues matrius del mateix tipus
que Z, tal com s’assenyala en els comentaris de la propietat 3 d’aquestes
matrius.

EXEMPLES NUMERICS

Com a exemple d’aplicacié del métode descrit s’han diagonalitzat algunes colum-
nes de diverses matrius quadrades no simetriques d’ordre n i de variable complexa.
Aquestes matrius tenen els seus elements definits com a:

1
th = PE—
Yo (KAL)

YK L=12,.n
&)

on (K,L) €s €] nombre complex K+iL i el parametre y,, €s real. Aquest darrer factor
s’ha inftroduit per tal que la matriu tingui una diagonal més dominant i que asseguri
Ia convergéncia del metede. De fet, el valor de y,, només afecta els elements no dia-
gonals de la matriu H perqué la seva definicié és:

1 81 K==L
Yer, = .
y si K=L (10)

essent [y|>1.

Els resultats obtinguts es poden consultar a les taules 1 1 2, les quals sén autoexpli-
catives.
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Columna diaganalitzada
- 1 ' 2 3 -
_lteracions o 1_3 - 2 3 -
Vaorpropi (0SURMOMOSUI2ATIM) (0263789713 02678)  (DISLIOSO0ISLIO9NR)
Primewes 1: (1009) (D216T663005584916)  (0099983578,0.021348981)
comporents 20 (013843356, 004267862) (1260) (D.690380570.092336006)
& 3 (QUTHTSOSTOMGN0NNNY) (D2906ASTH051455340) (1006)
veclor 4 (00SIOTITIOON0861455)  (OASSOLSI00S6AUTISE)  (0A3TA4SI20051649864)
popi 5: (OOAOMZO0METONSD)  (0193I04005580027)  (030928119,0.067003585)
 MMCR s i 3011 .
MVR® 48610° 126108 71310° |

' Maxim modul trobat en ¢ls components del vector residu després de la convergéncia.
* Maodul del veetor residu després de la convergéncia.

L

Taula 1. Resultats obtinguts en el calcul dels tres primers vectors i valors propis de modul
més gran d’una matriv d’ordre 100 amb els elements descrits a 'equacic (9). Els
elements no diagonals han estat escalats en un factor y=10. El pardmetre de
toleréncia utilitzar a Ualgorisme I ha estar e=10°.

Ordrede  Coeficient Nombre Temps (s)' Valor propi trobat MMCR® MVR?
la matriu vy d'iteracions
10 1.0 11 - (1.194105047,-1.194105045) 6.1410*  1.31-10°¢
10.0 g - {6.5091185738,- 0.5091185738)  1.64-10° 299107
_ ~100.0 4 - {D.5000788169,- 0.5000788169) 1.5710" 2.810"
160 10.0 i3 - (0.5112474044,-0.5112474044)  1.51'10° 4.66-10°
100.0 4 - (0.5000885948,- 0.5000885948)  1.02-10"  3.02-10"

1000 100 14 35 (0.5116511200,-0.5116511198) 4.7210° 20510

1000 4 10 (0.5000896294,-0.5000896294) 1.54:10™ 6.09-10"
10000 1000 4 993 (0.5000897379,-0.5000897379)  1.69-10™ 7.91-10%
L 5000 3 745 (0.5000035149,0.5000035149) 1.38:10™ 6.03-10"
100000 10000 2 50459 (0.5000008765,-0.5000008765) 1.14-16" 4.61-10"

! Caleuls efectoats en un ordinador PC Pentium de 200 MHz, No inclou el temps de cilcul
del médul del vector residn.
Per a matrius de dimensié 100 o menor aquest temps és neglipible.
* Maxim modul trobat en cls compenents del vector residu després de Iz convergéncia.
* Modul del vector residu després de la convergéncia.

Taula 2. Resultats obringuts en el cdalcul del valor propi de modul més gran de matrius del
tipus (9) de diversos ordres. Els elements no diagonals han estat escalats per un
valor del pardmetre y especific per a cada matriu. La tolerancia utilitzada 2
Ualgorisme I ha estat =104
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CONCLUSIONS

$’ha deserit el procediment iteratin APT, ¢l qual permet trobar valors i vectors pro-
pis de matrius arbitraries amb diagonal prou dominant. §'han donat tant I’algorisme
del métode com un progtama en el llenguatge Fortran 90. Finalment, shan mostrat
alguns exemples d’aplicacid numérica.
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