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INTRODUCCION

En el estudio de la convergencia de algunos
algoritmos de minimizacién de funcionales sobre un espa-
cio de Hilbert (Cfr. (4)), se han usado, preferentemente
en el caso de R", determinados tipos de semisistemas di
nimicos discretos, como puede verse en (8) y (7).

En (3) se definen semisistemas adecuados pa
ra estudiar la convergencia en norma de las sucesiones
suministradas por ciertos algoritmos del tipo del gra --
diente para funcionales definidos en un espacio de Hil--
bert no necesariamente finito dimensional.

Sin embargo, en este Gltimo caso, y en mu--
chos problemas préacticos, bajo condiciones menos restric
tivas para los funcionales, ocurre que la mayoria de los
algoritmos de minimizacién dan lugar a sucesiones débil-
mente convergentes al punto critico.

Se plantea pues la posibilidad de estudiar
dichos algoritmos mediante semisistemas dinfmicos discre
tos adecuados que de algln modo extiendan los resultados
obtenidos en R" a 1a topologia débil del espacio comside
rado.

La principal dificultad que se presenta es
la reformulacidén adecuada del llamado axioma de continui
dad, que necesariamente debe expresarse referido a esta
iltima topologia, asi como también el dotar de una con--
vergencia al coﬁjunto de las partes no vacias débilmente
compactas del espacio de Hilbert de partida.

Todas las propiedades de la topologia débil
de las que se ha hecho uso, se encuentran en (5).



1.: EL ESPACIO CON LIMITE _ (F(H),3)

1.1.: NOTACIONES

Se supondrd dado en lo que sigue un espacio real
de Hilbert H, separable, en el que se considerardn las topolo
gias débil y de la norma. Si {xn} es una sucesidn en H se em
plearan los simbolos X —Xx 'y X -+ X para indicar que
converge a xeH respectivamente en cada una de ellas.

Denotaremos con F(H) el espacio de las partes

no vacias débilmente compactas,de H.

1.2.: DEFINICION

Dados A,BeF(H) se 1lama semidesviacidén de A res-

pecto de B al nGmero real 8 (A,B) = sup{d(x,B)}.
x A

1.3.: TEOREMA

Para cualesquiera A,B,CeF(H) se cumple:

1. 3.1. B(A,B) =0 A B

1. 3.2. B(A,B) <e A S(B,e)={xeH:d(x,B)<e¢}
1. 3.3.: lin general, g(A,B) # g(B,A).

1. 3.4 B(A,B) £ B(A,C) + B(C,B).

La prueba se omite, por ser simple consecuencia
de la definici6n.

1.4 TEOREMA
Sean AeF(H) vy SB(A,r)=( BelF(H) ¢ B(B,A)<r) .
Si sc define I = {SB(A,r) ¢ AeF(H), 1>4) se
obtiene una base de una topologfia sobre F(Il1), que satisface

el primer axioma de numerabilidad, y que es no iy

l.La comprobacifén es inmediata.

Ad—~ﬁ~$A indicarid en adelante que la sucesifn
{An}cF(H) converge en esta topologfa al conjunto AeF(H).

1.5, ¢ DEFINICION
Sea {A;} una sucesibn-en F(ll), y sea AeF(ll). Se
dice que (A} o-converge a A, (A, 3 A), si para toda su
cesidn {x"} con x €A, (n=1,...) pucde obtenerse una subsu

cesidn x; con Xx;p-—>XeA,
p



Con esta convergencia, es facil ver que F(H) no
es un espacio con limite en el sentido de (6 ).20.1I,

1.6. ¢ DEFINICION
Sea {An} una sucesidn ep F(il), y sea AeF(ll). Se
dice que {A"} d-converge a A, (Ang A), si para cual-

. . . e q
quier subsucesidn {Ank} de (A} se tiene que Ank > A,
1.7 .: TEOREMA
. LN .
4 F(Il) con 1a convergencia ¢ , es un espacio con
limite.
Prucha:
Sea {An} una sucesién en F(I), v sea AeF(H)..

Fs sabido que F(ll) es un esnacio con limite pa-
ra la convergencia ¢, si verifica:

1) Si g-lim A=A y k;<k, ... entonces

. > w
o-1im Ay = A, n
n>e " 2) si mara cad =4 I-1im A =A
) Si wmara cada n, An- , entonces '%lﬂ n A

3) Si {A“} no d-converge a A, contiene una
subsucesidén tal aue ninguna de sus subsucesiones ¥-converge

a A,

N
Para ver (1) supongamos que A“ 23 A mietras
que para alguna subsucesidn {Anp} de {An} se tiene que
Anﬁ—qL—)A.
En tal caso, al menos una subsucesibn {Anpj}de
{Aph.} verifica que

Anp,-——‘l/—-) A,
J

Pero como {Anp} ¢s subsucesibn de {An} s¢ ob-
tiene que N )

A, —IL 3 A

en contra de 1o supuesto.

_si, para cada n, ‘A“-A, y {Anp} es una subsu-
cesifn arbitraria de{A,} entonces tomando {xp}cH con
xp;Anp (p=1,...), por ser A débilmente compacto, puede su
ponerse que Xx_—>xeA. Luego Anp—ﬁalA, y aé ser arbitra— -
ria la subsucesibn {Anp}, se tiene que An——é A, estable—
ciéndose . de este modo (2).



e . o v .
Si 1a sucesidn {A“} no g-converge hacia A, al
guna subsucesidn suya veriflica que An)_ﬂ¢_9 A. Probaremos
. o n L
(que ninguna subsucesion de {Anp}ocouvergc al compacto A.

kn efecto: Caso contrario, si la sucesidn {Anp_]
extraida de An) verilicase que A“pT_g—; A, en particu )
lar también se¢ tendria que '
Anp. — 3 A
J
y si tomumos cualquicr sucesiodn (xm)}cll, con xanAnp

(p=1,...),una subsucesidn de
{Xpns )
npj
converge d¢ébilmente a un punto de A,
Pero, 41 scr esa misma,subsucesidn de {xnp} se
obtiene, c¢n definitiva que
A —O
np A
una contradiccion.
Se ha dcmostrado pues (3) y con ello el teore
ma. ]
Nétese que la convergencia ¢ verifica en F(I1)
los axiomas (2) vy  (3), mas no el (1). No obstante:

1.8, : TEOREMA

Sean (A }CE(H), AeF(ll). A ——> A siy s6-
lo si, para alguna subsucesion Anp~—2—}A.

Prueba:

Si para alguna subsucesifn {Anp} de {Apl se
tiene que A, ——> A, entonces dada cualquier sucesibn
{xp}cH, con xpeA, (n=1,2,...), {x,.} admite una subsuce --
si6én débilmente convergente a un punto de A. Luego tamhién
{x,} admite una subsucesién déhilmente convergente a un pun-

to de A, y, en consecuencia, An——2b> A,
=


verilica.se

1.9 .: TEOREMA

Sea {An} una sucesién en F(lI).

Si Ad—ﬁ—)A, entonces An 1 A,

Prueba: "

si A —E3A, dado k>0 se tiene que B(A,A) <k
salvo, quizls, para un nimero finito de subindices. Puede
suponerse, por tanto, que '

A C S(A,k] n=1,2,...

Si {x.} es cualquier sucesifn con xneAn para
n=1,2,... entonces {xn}CS[A,k] y como en @,AeFﬁﬁ)=$QA,kje
F(H) ,admite una subsucesidn {xnp} con xnﬁ——JixeS[A,k].

Como B(Anp,A) + 0, también an, * d(xnp,A) + 0.

Pero A€F(H) y entonces es fécil ver que puede ha
llarse una sucesiodn {ynp}CA, tal que

d(xnp,ynp)= d(xnp,A) e 5
Al ser A débilmente compacto, puede suponerse
que ynp._JLYeA. .
Dado ¢>0, puede hallarse p(e)el tal que si
p * p(e), d(xnp.ynp) =a np <c,
lo que implica que d(x,y)fe. ‘
Luego, necesariamente d(x,y)=0, es decir que
xeA, completindose de este modo la demostracidn.

.
1.10,: COROLARIO
Sea {An} una sucesidén en F(H). Sea AeF&H).
Si An —E A, entonces An —T A
Prueba:

Si A, —B para cualquier subsucesibn {Anp}

de {A,} se tiene que Anp“ﬁ’* A, y en consecyencia, - por

g
el teorema anterior, A"ﬁ —Z— A. Luego A, — A,

1.11.:  OBSERVACION

Si {e;} es una base ortonormal en H, entonces
la sucesibn {{ei}}CF(H) verifica que {ei) g (0} Pero,para

i=1,... 8({ej},{0}) = 1, es decir {e;}-Bl; {0}



1,12, TEOREMA

Sea {Au) una sucesidén en F(I1).

Si A, $ A puede encontrarse una subsucesién
(Apy} de (A}, tal que Anj, € S[A,k] p=1,2,... , p a al
gan k>0.

(0, en otros términos, {An} estd contenida fre
cuentemente S[A,k] para algin k>0).

Prueba:

Caso contrario {A“} estd Gltimamente no conte-
nida en S[A,k] para todo k>0,

Dado k=2 any,  / si n®n;  B(A ,A) ¥ 2

Dado k=2 anp>n; / si ndnp  B{A ,A) a 22

. f = l): <1
Dado k=2 4np>np_1/ sin

W

3 7P

P
“—r
b

Por tanto: v
Dado k=2 an, / si nin, axkeAn d(xa,A)§2
Dado k=22 3np>ny / si n¥np axZeA d(x2,A)222

Dado k=2" an >n / si n*n axEcAn d(xﬁ.A)*Zp

p-1 P
Se construye ahora la sucesién {y,} del siguien
te modo:

yi €A arbitrario, ... Y -IEAu -1 arbitrario,

ynlsxnleAnl’ ter 2 yng-l-xnz-leAng-l"
ynznxnzeAnz, vee s Ypg- 1® leAn3_1, cos
Obviamente:

222
,d(ynl,A)§ 2, ... ,d(ynz_l,A) éz,d(ynz,A) 22,..,
d(y ,A) * 22 ., :
n3-1
Como Ya€A, n=l,..., y A, § A por hipbtesis,
puede obtenerse una subsucesidn (ynk} de {yn} tal que
, Ynk — Y €A
y ademds,para cada k, d(ynk,y)i d(yYny,A) -

Por lo tanto, {d(ynk,y)g est8 minorada por una
sucegién numérica no acotada, lo cual es absurdo pues si
iYnk} es débilmente convergente al punto y, es sabido quo
existe una constante M<+® tal que '

Wyng - yh < M (k=1,...). _

Al obtenerse una contradiccibn queda probado el
teorema. . L



2.: SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETUS DEBILES
SOBRE H

2.1.: DEFINICION
Se denomina semisistema dindmico discreto débil
sin unicidad sobre H a la terna (H,I+,n), donde

m: HxIT ———— % F(H)

verifica:
2.1.1.:0(x,0) = {x} VxeH.
2.1.2,:S5i xn————& x en H, entonces, para cada
entero no negativo k, n(x,k) —T 3 4 (x,k). )
2.1.3.:7 (v (x,h),k) = n(x,h+k) VxeH, V h,kel .

2.2.: OBSERVACIONES

2.2.1.:
"En 2.1.3. se afirma implicitamente que es dé -
bilmente compacto el conjunto '
n(n0,h), k) = e v (y,%).
. yern (x,h)
Ello es consecuencia de los axiomas anteriores,
en el siguiente sentido:
Si MeF(H), v =(.,k):H ——— F(H) verifica los
axiomas 2.1.1. y 2.,1.2., entonces el conjunto

‘“(M)k) = U"(Y,k)

yeM

es débilmente compacto.

En efecto:

Sea {x_}Cm (M,k).Por definici6n puede obtenerse
otra sucesifén {yn} C M, tal que xnen(yn,k) (n=1,2,...).

Como M es débilmente compacto, {y } admite wuna
subsucesidn {ynp} tal que

Yn, — yeM,
lo que,en virtud de 2.1.2., implica que

w(an,k) —L > n(y,k).
| | Como xnpew(ynp,k) (p=1,2,...), la sucesibn
{xnp} ad mite una subsucesibn {x; _,} tal que
xnp* —— xen(y,k) €v(M,k).

2~1



Se ha probado, pues, que = (M,k) es débilmente
secuencialmente compacto y, como consecuencia ((5).22.) es

débilmente compacto.

2.2.2.:

La definici6én de semisistema dinamico discreto
sin unicidad sobre un espacio métrico X, dada en (8 ) y re
cogida en ( 7), es como sigue:

(X,I+,n) es un s.s.d.d. sobre X si

roiXxIt ————3  F(X)
verifica:

1) n(x,0) = {x} VxeX.

2) m(n(x,k),h)= mn(x,k+h)  VxeX Vh,kel®

3) Para cada keI, x » x =b n(x k) B r(x,1).

Como consecuencia de 1.10 , es claro que todo
semisistema dindmico discreto sin unicidad sobre Rn, es un
semisistema dinimico discreto debil sin unicidad sobre R™,
Reciprocamente, supongamos que X, *Xx en R™.Entonces, por
2.1.2., para cada entero no negativo k, n(xn,k)-—il—éw(x,k)
Veamos que también n(xn,k)—§—4n(x,k):

Caso contrario existee>0 tal que, para una sub-
sucesibn B(n(xnp,k), n(x,k)) ® e.Puede encontrarse enton-
ces ynye "(an.k) p=1,2,... tal que d(ynp,w(x ,k))2 €.
Como xnp+ X, necesariamente n(xnp,k) —25 n(x,k), en cu-
yo caso, para una subsucesidn de {ynp} (que, por comodi--
dad supondremos es ella misma):

)’np — ye n(x,k)
es decir, d(ynp,y)+0, y por tanto, d(ynp,l(x,k))+0, lo
que es absurdo.

Luego, sobre Rn, coinciden los conceptos de se-
misistema dinfmico discreto 'y semisistema dinfimico discreto
debil.

2.2.3.: :

El axioma 2.1.2., puede expresarse de modo equi
valente afirmando que:

2.1.2.' : Six —x en H, entonces para cada
entero no negativo, k, n(xn,k) ———g-é n(x,k).

En efecto, si x, —> X Yy se tuviera que
"(xn’k) - v(x,k), para alguna subsucesién

" (xny,k)  —H #(x,K)
pero como X, -—> x, en virtud de 2.,1.2.,

™ (xny, k) —2 5 w(x,k)

2-~2



lo que es contradictorio.

Por 1o tanto, si se considera el espacio topo—
l6gico (H,o0) como espacio con limite, al igual que (F(H),g)
todavia puede redactarse de otro modo el axioma considerado
semejante al introducido originalmente en (8):

2.1.2": Para cada k;1+, la aplicacidn

(.,k): H —— F(H)
es o-c-continua en H.

Naturalmente, la continuidad debe entenderse en
el sentido de (6 ).20.I1I.

2.2.4.:

Si n(x,k) estd constituido por un nGmero fini-
to de puntos, para todo keI+, se dice que (H,Ifn ) es local
mente finito en x.

Si para cada xeH, existe yeH tal que =(x,1)={y}

+ . . . s s
(H,I ,n) se dice que tiene unicidad positiva,

El siguiente teorema proporciona un método
"standard' para definir sobre H un semisistema dindmico dis
creto débil: |

2.3.: TEOREMA

Sea n(.,1): H —————) F(H) una aplicacibn tal
que:
2.3.1,: Si X, -3 x en H, entonces
m(x,1) —%—3 n(x,1), en F(H).
Si se define mHxI'— F(H) de modo que:
7(x,0) = {x} V xeH.

n(x,k+1) = L—-J“(Y)1)

yen (x,k) .

la terna (H,I+,n) constituye un semisistema dinfmico dis—
creto sobre H, que denominaremos inducido en H por la apli-
cacién «(.,1) dada.

Prueba:

t:HxI+——% F(H) esti bien definida como conse _
cuencia de 2.2.1.,y verifica 2.1.1., por construccibn.

Veamos que cumple también 2.1.3.:

Se procederd por induccifn sobre k. Para k=1 se
cumple por la misma definicibn de =.Supongimoslo vAlido pa
ra k-1,



Si zew(x,h+k), existe z1;n(x,h+k-1) tal que
zcw(z1,1), y por hipdtesis de induccién, z1en(n(x,h),k-1)7

Sea yeun(x,h) tal que z1en(y,k-1). Entonces:

zen(z1,1)C:n(ﬂ(y,k-1),1) y por tanto zewn(y,k),
de donde

zew (w(x,h),k)
con lo que se demuestra que =(x,h+k) € n(v(x,k),k).

Sea ahora zen(n(x,h),k). Puede encontrarse
yen(x,h) tal que

zen(y,k)= n(n(y,k-1),1).

Entonces si zlen(y,k-l) es tal que ze"(21’1)’
se tiene que:

z1eu(y,k-1)C:ﬂ(n(x,h),k-1) = q(x,h+k-1)
de donde .
Zen(z1,1) C n(n(x,h*+k-1),1) = =(x,k+h),
es decir que también w(w(x,h),k) € =(x,h+k), completando-
se la prueba de 2.1.3.

Por Gltimo veamos, por induccién sobre k,que se
verifica 2.1.2.:

Para k=1 es evidente.

Si x — x enH, consideremos la sucesién {zn}
con znen(xn,k), n=1,2,...

Como n(xn,k)= n(n(xn,k-1),1), existe una suce-—
sién {yn} con y e n(xn,k—1) Vn=1,2,...,tal que zﬁn(yn,l),
para cada n=1,2,,..

Por hipdtesis de induccién w(x_,k-1) Do (x,k-19
y de aqui que {yn} admite una subsucesidn {ynp} tal que

Yn, — yen(x,k-1)
pero entonces

"(Yngys 1) —Z > (y,1)
lo que implica que {znp} admite una subsucesidn {znp*}tal
que:

P

znp*—————é 2en(y,1);

Como vyen(x,k-1), zen(n(x,k-1),1) = w(x,k) 1lo
que demuestra que n(xn,k) <3 =(x,k), probfindose asi el
teorema.

B

2.4.: EJEMPLOS |

Como consecuencia del teorema anterior, pueden
darse definiendo Ginicamente una aplicacién n(.,1):H +F(H),



sobreentendiéndose que se trata del semisistema din@mico dis
creto débil que induce en H.

2.4.1.:
Sea McF(H), fijo. Se define para todo x de H:
nl(x,l) = Mo ’

: +
Obviamente verifica 2.3.1., y por tanto (H,I =)
es un semisistema dindmico discreto débil sobre H.

2.4.2.:

Sean F un conjunto finito no vacio y

B= {vi: ie F}CH.

Definimos ny (x,1)= {(x/vi)vi: ieF}

Si xn—é x en H, sea {zn} tal que znenz(xn,l) s
n=1,... . Puede escribirse entonces que:

2n" (xn/vi(n))vi(n)
y al ser F finito, para algGn iy eF existe una subsucesibn
'{znp} tal que

Zpp = (an/vio) Vig
en cuyo caso es inmediato que

znp""""""'A (X/vio)vioe'"Z(x"')-

Luego  m2(x,1) —L 3y wy(x,1) y de aqui que
(H,I*,ﬂz ) es un semisistema dinfmico discreto débil sobre
H.

2.4.3.:

Sean k>0 y «aeR, fijos.

Se define wa(x,1) = S[ax,k]

Si x —x enH, sea'{zn} tal que z_en(x, 1)
n=1,2,... . En tal caso

2, " u;n * v, con hvnn ‘ k, (n=1,2,...).

Al ser {vn} acotada, puede extraerse de ella
una subsucesibn

Vpp — ves[o0,k]
luego

2, —— oax + ve Sfax,k] = w3(x,1)

np

Por tanto, m3(x,,1) —3ngy(x,1), ¥y, €n conse—
cuencia, (H,I*,wa) es un semisistema dinfmico discreto débil
sin unicidad sobre H. '




3.: CONCLUSIONES

Se ha desarrollado en este trabajo una defi

nicidén axiomdtica de semisistemas dindmicos discretos so

bre H, que abarca a una clase mas extensa que las usuales

y que permite, reformulando adecuadamente los conceptos

de naturalesza topolégica,como conjuntos limite,funciones

de Liapunov etc., disponer de un instrumento adecuado pa-

ra el estudio de la convergencia (débil) de ciertos algo-

ritmos de minimizacién de funcionales.
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