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BESUMEN
Se define, sobre el conjunto soporte de cualguier grofo,
una coleccifn de topologias, que permiten expresar en sus términos,

ciertas propiedades del grafo, como la estabilidad y la conexifn,

INTRODUCCION

Para tratar Je expresar, en términos topolégicos, cier —
tas caracteristicas de las grafos, se define, para cada correspon-
dencia [T:X—) X, una coleccién de topologias sobre X, que refle —
jen las propiedades de I" , y que salvo excepciones resultan sar

no Tl. A su estudio se dedica la seccifbn 1.

La construccifn anterior conduce al estudio de una clase
especial de grafos, pr6xima a los transitivos, gque se realiza en 2
ressrvndose la tercera parte al anflisis de las relaciones‘ entre
la estabilidad interna y externa, la conexifén en sus mas usuales
versiones, y la simetrfa, con las nociones topolfigicas introduyci —
das sn 1, independientes del punto de vista adoptado en (7). Resul
ta existir equivalencia entre la conexif6n dsebil de umgrafo y la
conexidn en una de las topologias introducidas.

Toda la terininologia de Teaoria de Grafos, se emplea en

el mismo sentido qus (1).






1.: TOPOLOGIAS &(p,l)
el CONSTRUCCION

Sea (X,f) un grafo cualquiera, Dado un elemento x¢X,se de-

fine: X
gi = %Vp(x)éz s ix UPp(x)CVp(x)}

Se tiene entonces:

1.1.1: sSi Segz y SZSZ, entonces snsz&i
1.1.2.: 81 8€€° y scu, entonces Ue gz.
1.1.3.: Si segg , entonces xe€S.

Para cada ordinal p y'paré cada aplicacién multivaluada f',
puede definirse una subfamilia de

X
&lp, D)= Ue2: Uegz para cada xeU}l .

daai TEQREMA
Para cada ordinal p y cada aplicaci6én multivaluada [ :X—)X,
la familia &(p,l") constituye una topologia sobre X.

La demostracién es simple consecuencia de la difinicién.

NStese que Ei, no constituye un sistema fundamental de en-
tormos de x para dichas topologias, pues para ello deberia verificarse
la condicifn suplementaria:

1.2.3.: Si UB. V<€ tal que VCU y Ve §° wxev.

Se veré posteriormente gque no es satisfecha en general.

Aadad  OBOERVACION

No es cierto en general que si (X,[')# (X,[") entonces
&(p,f) A&(p,). Ast para los sencillos grafos de las figuras:

c@ ) 6@ "
d

e d e

a(1,0)= (1,0 )= { {d}¥ . {e} , {d,e}, X, @}

Ello justifica la siguiente:

dadai DEFINICION

Dos aplicaciones multivocas fix—x [X—X, y por exten
si6n los grafos (X,[')y (X,/""), son p-eguivalentes si y sélo s A(p,f)=
&(p,").Escribiremos en tal caso (X,[)& (X,0°).

lu5.:  JEQREMA .

Un conjunto UC X es & (p,™)-abierto si y s6lo si f‘p(U)C U.

' Demostrecibn: o
TPU)CU e ¥ xEU, MT(x)CU & Wxeu, UE > uap,n).

1.6,: COROLARIO . kep
Si UcX es &(p,[)-abierto, entonces wkeI [ " (U)CU.




1,7.: COROLARIO

A1,r) € au(k,t) , ¥keI'.

En adelante, siempre que no sea necesario hacer espectal mencién
de I' ,se escribifa Q&(1,0) = ().

1.8.: COROLARID
alp,) € su(kep,i™)  Wk,peI”,

1.9,: TEOREMA
Para todo vértice xéX, el cierre transitivo f;(x)={X}UF(X)UF2(X)U.-.
-de x, es Qp,0)-abierto, ¥peI.

Demostracién:

Obviamente P (%)) = L"D(x)UFp+l(x) U...c [(x), y el teorema
se sigue de 1.5.

1.10,: TEOREMA

Sea UcX. Si FD(U)= g/ ,entonces U es &(p,*)-abierto.
Denostfacibn:

Es inmediata sin mas que considerar gue Pp(U)= pcu.

1,11,: TEQREMA

Si {xycx es &(p,) abierta, entonces y s6lo entonces Pp(x)= p
o ['7(x)=4x}.

D2mostracién:

En efecto, pues por 1.5. I‘D(x)c: {x} .

1.12.: TEOREMA

Existen en todo grafo los conjuntos que permiten definir funcio-
ner ordinales:

X(0)= §xex: O(x) = p 1}

X(1)= ixex: I'(x) € x(0)}}

X{(2)= {xex: I'(x} € x(1)}

a si w es un ordinal limite
A LW
En estes condiciones se tiene que, si « es un ordinal, X(d) es
A(p,v)-abiertd Wpel .

Demostracibn:

Sea « un ordinal no limite.Es fAcil ver que rp(x(u))c X(e=p).
si a=p, [""(X()) e x(x-p)=x(0)cx(«), por lo que X(«) es A(p,l)-
abierto. Si > p I "(X(x))C XK -p)e X(®), igualmente. Si «<p
pp(x(«))= @ C X(¢) como en los casos anteiores.

Si o es un ordinal limite ser& abierto por ser reunién de abier-
tos.

Enunciamos sin demostracién teoremas de caracterizacién de &(p,I*)

cerrados:

1,13,; TEOREMA
FC X es Qi(p,[")-cerrado si y sélo si PP(X-F)AF = ¢ .

1.14,: TEQREMA

X es Q(f)-cerrado si y sblo si no hay ningn arco incjdente
a &1, desde su complementario,o equivalentemente si y s6lo si [7 "(F)eF.

1,15, ; TEQOREMA
FCX es dl(p,r‘)—cer'rado si y s6lo si -rrp(r)c F.



1.16,: TEOREMA

Sea (X,F) un grafo cuyo soporte es d(1,[')-T_.. Entonces y sbtlo
entonces no existe ningln [ -arco que una v8rtices distintos.

Demostracién:

8i_todo punto es cerrado y existe un arco (x,y), con x4 y, en-
tonces [ (y)¢'{)@ por lo que se contradice a 1,14.

Reciprocamente si en X no existen (-arcos de la forma anterio?,v
o bien P~1(x)= B or-1l(x)={x} . En ambos casos, por 1.14, se obtiene
que X es ‘m(P)—Tl.

Lat7.:  TEOREMA

i (X,I') es un grafo cuyo soporte es cn(p,P)-Tl (peI*).Entonces
y s0lo entonces sus {'-arcos se reducen a circuitos sin bucles cuya
longitud es divisor de p, o a caminos de longitud estrictamente infer
rior a p.

La demostracién es andloga a la del anterior.

1.18,: TEOREMA

Sea (X,[’) un grafo y ACX.51 x e X es punto de acumulacibén de A
para la topologia & (p,l'),entonces x tiene dascendientes en A.

Demostracidén: _

£(x) es A(p,I)-entorno de x (1.9),luedo deber& cumplirse que

[ (x)-txt)NA £B = 3ncI’'tal que [(x)NA # 6.

dalD. i TCORCMA

Sea (X,[') un grafo y ACX,Af #. Si x&X-A tiene en A descendien-
tes de orden k.p entonces x es punto de acumulacidén de A para la topo-
logia O(p,0) (k,peI*).

Demostracibn ,

Si x no es punto de A(p,l')-acumulacibn de A, existe un A(p,[)-
abierto U tal que

xtU y (U -i4x})NA = ¢/ por lo cque se tiene que UMNA= g. Como
xeU y tiene en A descendientes de 6rden k.p, se llega a gna contradic
cién con 1.5,

2.i  SOBAE UNA ESPECIAL CLASE DE GRAFQS

Se vi6 anteriormente que el conjunto x1 Uf“p(x) no necesaria-
mente es Jp(p,P)-abierto.Nos proponemos estudiar los grafos que veri
fican algunas de las propiedades

P, v xeX, (U x)ed(i,). (ie 9.

2,1.: _TEOREMA )
Todo grafo transitivo cumple las porpiedades P
Demostracifn: 2
20 Si SX,P) es transitivo, ¥xeX, [ (x)cIf(x), lo que implica que
T (x)eP™(x) ,¥xeX, ¥ peI*.Entonces, ¥xeX, WpeI?,

FPx) UrP(x) = MP(x) = P urP(x)erP(x) v {x} =
P(rP(x) Uik )e rP(x) U 14

lo qu., en virtud de 1.5 completa la prueba.

252,%  TEOREMA } '
Todo grafo que verifica P, y que es reflexivo, es transitivo.
La demostracién es simple consecuencia de las definiciones.

1 para cada is1?,



2,3.: TEOQREMA
5i el grafo (x P) carece de bucles y de circuitos,y todos sus

caminos son de longitud inferior a 2i (1!I ), entonces verifica P
Demostracibn:
WxeX, CP(x)u r p(x) = r°(ixtur (x)). Como por hip6te-
sis roi(x) = ¢ y se obtiere cue ) .
-1 1 1 :
wxeX, [T ix} UTC3(x) ) =7 (x)c {x} Ul (x). La tesis se si
gue ahora de 1.5.

2,4,: R

Sea (X,[') un grafo que verifica P, para algCn ifI'Sea AC X. Si
xtk es punto de &(1i,)-acumulacién de A, sntonces tiene en &1 descen —
dientes de orden i.

Demostracibn |

Como {x} U Fl(x) es por hip6tesis dv(i,")-entorno de x monte-
nido en cualquiera otro,sntonces puede afirmarse gque la condicién

(Codurt () -t3)NA £g |
es necesaria, y suficiente para gue x sea punto de acumulacifén de A.Por
lo tanto, I™(x)NA £ ¢ , 1o que prueba el tecrema.

eanai . JEOREMA

Sea (X,I') un grafo que verifica Pi para algln i¢I.Sea AC X.S5i
xéX-A tiene en A descendientes de orden i, entonces y soolo entances
es punto de o(i,l")-acumulaci6n de A. ,

La demostracifn se sigue del teorema anterior y del 1.18.

Sai . EXPRESION TOPQLOGICA DE CIERTAS PROPIEDADES DE UN GRAFQ

sadai TEOBEMA

Dado un grafo (X,[*), si U es un subconjunto de X interiormente
estable y N (I")-abierto, entonces y solo entonces I'(U)= 8.

Demostracibn: ,

Si U es i.e.,por definicién [(U) N U= ¢. Al ser U A (T")-abier
to, "(U)c U, por 1.5.La conclusién es ahora evidente.

3 H

Dado un grafo (X,"), si T es un subconjunto de X exteriormente
estable y & (I')-cerrado, entonces y 5610 entonces T= X.

Demostracibn: 1

Si T es exteriormente estable ( (l) 4,p58), x-Tel (T).514 T
es &([")-cerrado (1.14),"Y(T)C T. La conclusibn es ahora evidente.

€ I N, 1210151318

Sea (X,7') un grafoy T€ X, no vacio y exteriormente estable.
Entonces X es la Q(T")-clausura de T,

Demostracifn:

8i xex=T, por ser T e.e., ['(x)N T¢ @, es decir x tiene des-
cendientes (de orden 1) en T.Por 1.18, x es punto de Jl([*)-acumulacién
de A, Por lo tanto X-T¢C Ac.(T) =5 XCAc.(T)UT => X = Ac.(T)UT.

Si T es denso en X para &(I'),podemos adirmar que si xéX-T,tiene
descent :ntes en T, pero no necesariamente son de orden l.No obstante

3,4,: TEOREMA

S1 (X,I') cumple la propiedad P; y TCX &8s &(I')-denso en X,
entonces T es exteridmente estable.

La demostracifin es simple conseciencia de 1.19,



3.5,: DEFINICION ((4) 1.7.2).

Un grafo (X,[') es:

3.5.1.:Fuertemente conexo si V (x,y) EXZ, con xty, existe
en &l un camino con extremidad inicial x,y extremidad final y.

3.5.2,.:5emifuertemante conexo si ¥ (x,y)E:XZ, con xty,exis
te en 61 un camino que los une. ‘ -

3.5.3.:Cuasifuertemente conexo, si ¥ (x,y)€x2 con x£ vy,
extisten puntos z,z°¢X, tales que los caminos g(x,z) 4(y,z) o los
s(zix) y(z7y) figdran en el grafo.

3.5.4,:Debilmente conexa, si ¥ (x,y)&X, con xt¢y, existe en
€l una cadena que une x con y,

3,5.,: TEOREMA
Sea (XI") un grafo. Toda componente débilmente conexa de X,

es A(r)-abierto y &(f") cerrado.

Demostracién

Sea C una tal componente débilmente conexa.Si ze[(C),en-
toncas puede ser unido a cualquier vértice de C por una cad=na.

C U {z} ser& entonces débilmente conexo, nero como C es
maximal, necesariamente C U {2z} = C y por tanto 2z C.Se ha viste
pues gque P(C)C C, lo que, en virtud de 1,5 equivale a que C es abier
to. -1

si ze ' 7(C), entonces también puede ser unido a cualquier
vértice de C por una cadena, y del mismo modo se prueba que P'l(C)c:Ch
es decir, que C es cerrado.

3.7, TEDREMA

Sea (X,I') un grafo.Toda componente débilmente conexa ds X
es {(p,M)-abierto y & p,l")=-cerrado.

Demostracibn

Es idéntica a la anterior.

3,8, REMA

Si X es (I )-conexo, sntonces es un grafo débilmente co-
nexo.

Demostracién

Caso contrario existirian dos vértices distintos x,y, que
no podrfan ser unidos mediante una cadena. Si C es la componente débil
mente conexa que contiene a x, oor el teorema anterior se tiene que es
a(r)-abierto y &(r")-cerrado, y ademés y ¢ GC. Luego, C es no vacio
abierto cerrado y distinto de X. Por lo tanto X no seria Jl{[’)-conexo.

22941 LEMA

Sea (X,T') un grafo.Sea x¢X, y frl(x) el conjunto de to-
dos los antecesores de x unido al {x}.51i x no puede ser unido a y&X
mediante una cadena, entonces y s6lo entonces se verifican simulténea -
mente las igualdades

t(x)n ©(y) =8
BN f7Hy)- 8
Foonf (n)- 4
"l ()= 8
La demostracién ss innecesaria, pues caso contrario x po-
dria ser undo a y mediante una cadena,



Sea (X,') un grafo débilmentz conexo. Entonces X es &(I')-co-
nexa,

Deanastranifn

Si X no fuera Q(I')-conexo, existirian subconjuntos propios
A,B € X, no vacios y simulténeamente W (I")-abiertos y &(I')-cerrados
tales gue AUB= X ANB= @,

1 Exiﬂsten por tanto elementos x¢tA y ¢B, tales que Ic'(x) C A,
T (x)ea, I (v)es, ["-1y)cs.

Se verifican por tanto las condiciones del lema anterior,lo
que equivale a afirmar gque x no puede ser unido a y mediante ninguna
cadena, y gue por tanto (X,[’) no es débilmente conexo, contra la hi=-
pétesis. )

3,11,: CORDLARIQ

Todo grafo fuertemente conexo (semiuertemente conexa, cuasi-
fuertemente conexo) es & (I")-conexa.

3,12, RE

En un grafo simétrico no existen mas A{0')-abiertos que X, p
las componentes débilmente conexas y sus reuniones.

Demostracifn:

Sea U un Q{C )-abierto no vacio estrictamente contenido en X.
Sea y X-U.5i y pudiera ser unido a algln elemento de U por una amadena,
por la simetria del grafo seria descendiente de algln elemento de U
lo cual contradice a 1,5,

Por lo tanto U contiene a todos sus decendientes y ascendien-—
tes, siendo pues una componente debilmente conexa.

S5e ha probado ya gue toda componente debilmente conexa es
a(0 )=abierto,

3,13,3 [E0REMA

si X es a(p,')-conexo, entonces (X,[') es debilmente conexo.

Demostracibn:

Aungue pueda ser reproducida literalmente la de 3,9., al ser
la topologia A(r) menos fina gue la &(p,M), si (X;I’) fuera no debil-
mente conexn seria no q(r)-conexo, y en tal caso serfa no 4(p,")-co-
nexo, contra la hipbtesis.
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