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RESÜtJEH 

Se define, sobre el conjunto soporte de cualquier grcfo, 

una colección de topologías, que permiten expresar en sus términos, 

ciertas propiedades del grafo, como la estabilidad y la conexión. 

INTROOUCCION 

Para tratar de expresar, en términos topológicos, cier

tas oaracterísticas de las grafos, se define, para cada correspon

dència PiX—)X, una colección de topologías sobre X, que re Ple — 

jen las propiedades de V , y que salv/o excepciones resulten ser 

no T . A su estudio se dedica la sección 1. 

La construcción anterior conduce al estudio de una clase 

especial de grafos, pròxima a ios transitivos, que se realiza en 2 

reserwàndose la tercera parte al anàlisis de las relaciones entre 

la estabilidad interna y externa, la conexión en sus mas usuales 

versiones, y la simetria, con las nociones topológicas introduci— 

das en 1, independientes del punto de vista adoptado en (?]. Resul 

ta existir equivalència entre la conexión dèbil de um grafo y la 

conexión en una de las topologías introducidas. 

Toda le terminologia de Teoria de Grafos, se emplea en 

el mismo sentido que (l). 





f i n s ! 

1 . ; TOPOLOGIAS J l f p . D 

U M U J CQNSTFIUCCION 

Sea ( X , r ) un gra fo cua lqu ie ra . Dado un elemento x£X,se de-

1 ^ = ^ V ( x ) £ 2 ^ : ix} u r P ( x ) c v ( x ) ) 

Se t i ene entonces: 

1 . 1 . 1 : S i Se%^ y S'tíf '^, entonces S O S ' t ^ ^ 
X X X 

1 . 1 . 2 . : S i S 6 | ' ^ y SCU, entonces U€ %^. 
X X 

1«.1.3.: S i S^feP , entonces x e S . 
X 

Para cada ordinal p y para cada aplicación multivaluada r* , 
puede definirse una subfamilia de 2^ 

Jl(p,r}= |U € 2 : U€^^ para cada xtU} . 

1.2.; TEPRSMA 
Para cada ordinal p y cada aplicación multiv/aluada F :X ^X, 

la familia Jlíp.f) constituye una topologia sobre X. 

La demostración es simple consecuencia de la difinición. 

NótesB que € no constituye un sistema fundamental de en-
x ^ -

tormos de x para dichas topologias, pues para ello debería verificarse 
la condición suplementària: 

1.2.1.: Si U6||̂  BVtfe'̂  tal que VCU y V6 |^ Vx«V. 
'x 'x ' 'x 

Se ueré posteriormente que no es satisfecha en general. 

l.a.i QBSERVACIDN 
No es cierto en general que si (X.P)/ (X.f') entonces 

t&CP»^) ^ *^{Pt^')» Asi para los sencillos grafos de las figuras: 

ir̂  

d " e 

jiCi,r)=ji(i,r')= { íd},íe} , {d,B} 

Ello justifica la siguiente: 

;.4.! DEFINICIQN 
Dos aplicaciones multivocas f-'X >X f-'X )X, y por exten 

sión los grafos [X,P]y (X,r'), son p-equis/alentes si y solo si Jl(p,r) = 
ia(p,r').Escribiremas en tal caso (X,r)~ (X.P'). 

1.5.: TEOREMA ^ 
Un conjunto UC X es Jl(p,P)-abiBrto si y s61o si P (u)CU. 
Demostración: 
rP(tJ)CU í ^ VxíU,r^(x)CU <=» Vx6U, Uí|^ ^-•U.BÍp.r). 

1.6.: COROLARIO ^ ^ 
Si UcX es <fl.(p,r)-abiBrto, entonces Vkel* f ' (u)CU. 



1.7.; COROLARIO 
41.^} C Jí.(k,r) , V k el'. 

En adelante, siempre que no sea necesario hacer especial mención 
de r ,se escribifa Jl(l,r) s Jl(r). 

1.8.; COROLARIO 
Jl(p,r) C Jl(k.p,r} Vk,p£l*. 

1.9.; TEOREMA 
Para todo vértice x£X, el cierre transitivo P(xj^{x}Ur(x}ur (x)U... 

de X, es Jl(p,r)-abierto, VpeI. 
Demostración: 
Obviamente r^(r(x)) = C^[x)UC^'*' [x} U... C r(x), y el teorema 

se sigue de 1.5. 

Sea UcX. Si r^{\j)= ^/.entonces U es Jl[p,r)-abierto. 
1.10.; TEOREMA 
Sea UcX. Si 
Denostfación; 
Es inmediata sin mas que considerar que V (u}= 0CU. 

1.11.: TEOREMA 
Si •̂ x̂ cX es (íi(p,r) abierto, entonces y solo entonoes V (x)= ̂  

o r^CxJMx]. 
Demostración; 
En efecto, pues por 1.5. T (x)C {x} . 

1.12.: TEOREMA 
Existen en todo grafo los conjuntos que permiten definir funcio-

ner ordina?-es: 
X(0)= ^xíX: r(x) = ^ } 
X(l)= ixfX; r(x) C X(0)} 
X(2)= {XÉX: r(x) C X(l)} 
• • • 

a si oJ es un ordinal límite 
X(a;)= I )x(o(). 

En estes condiciones se tiene que, si oi es un ordinal, X(oí) es. 
c5l(p»«̂ ]-abierto Vp£l . 

Demostración; 
Sea oi un ordinal no límite.Es fàcil ver que F (x(o<) )C X(o<-p). 

Si a =p , r'̂ (X(o<))c X(o<-p)=x(o)cx(o(), por lo que X(o<) es (flCp.r)-
abierto. Si -Ĵ  > p T ̂(X(o( ) )cX^-p)cX(<5l), igualmente. Si ·<<p 
r (X(·<))= íi4 CXÍ"^) como en los casos anteiores. 

Si oi es un ordinal límite serà abierto por ser reunión de abier-
tos. 

Enunciamos sin demostración teoremas de caracterización de <^[p,P) 
cerrados: 

1.13.; TSQflEMA 
FC X es Jl(p,r)-cerrado si y solo si T (X-F)nF = ^ . 

1.14,; T̂ gpENV\ 
. X es <Jl(r)-cerrado si y solo si no hay ningún arco incidente 

a él, desde su complementario,o equivalentemente si y solo si P ( F ) C F . 

l.l·s.; TEOREMA 

FCX es íJl(p,r)-cerrado si y solo si j^-PCr)C F. 



1.16.: TEOREMA 
Sea [X,P] un grafo cuyo soporte ea cJl(l,r)-T . Entonces y s61o 

entonces no existe ningún p-arco que una vértices distintos. 
Demostraciàn: 
Si todo punto es cerrado y existe un arco (x,y), con x^ y, en

tonces r (y}çí {yi por lo que se contradice a 1.14. 
Reciprocamente si en X no existen f-arços de la forma anterior, 

o bien r~ (x)= ̂  o r~^(x)={x^ . En ambos casos, por Í.14, se obtiene 
que X es (fl(r)-T . 

Aïl·^.! TSQREMA 
Si (X,r) es un grafo cuyo soporte es dlCPff)-T (p£l*).Entonces 

y solo entonces sus í -arços se reducen a circuitos sin bucles cuya 
longitud es divisor de p, o a caminos de longitud estrictamente infer 
rior a p. 

La demostración es anàloga a la del anterior. 

1.18.: TEOREMA 
Sea (X,r) un grafo y ACX.Si x í. X es punto de acumulación de A 

para la topologia Jl(p,r),entonces x tiene dsscendientes en A. 
Demostración: 
r(x) es Jl(p,r)-entorno de x (1.9),luedo deberà cumplirse que 
(r (x)-lxl]n A ^ ^ =^ 3nt l'tal que r"(x)nA ^ ^. 

1.19.; TEOREMA 
Sea (X,r) un grafo y PiCX^,f^^ jí. Si x É X-A tiene en A descendien-

tes de orden k.p entonces x es punto de acumulación de A para la topo
logia A(p,r) Ck.Pél*). 

Demostración 
Si X no es punto de Jl(p,P)-acumulaci6n de A, existe un Jï[p,n)-

abierto U tal que 
xtU y (U -^x^JOA = ̂ / por lo que se tiene que unA= ^. Como 

xeU y tiene en A descendientes de órden k.p, se llega a Jna contradic 
ción con 1.5. 

2.: SOBRE UNA ESPECIAL CLASE DE GRAFOS 

Se \/ió anteriormente que el conjunto \/.\ U P (x) no necesaria-
mente es JbCp,r)-abierto.Nos proponemos estudiar los grafos que ver^ 
fican algunas de las propiedades 

P.: Vx£X, Íx/Ur*(x)£<íl(i,r). (ifcll. 

2.1.; TEOREMA 
Todo grafo transiti\/o cumple las porpiedades P para cada i£I . 
Demostración: 

2 
Si (X,r) es transitivo, VxtX, r (x)crCx)t lo que implica que 

r '^Cx)cr (x) ,Vx £X, V pil*.Entonces, VxtX, VpcI"*, 

r^''(x) ur^(x) = r̂ Cx) ^ r^^M ur''(x)cr''Cx) u (x) -» 
r^Cr^(x) ub<\ )c r̂ Cx) u ix} 

lo quw, en \/irtud de 1.5 completa la prueba. 

2.2.! TEOREMA 
Todo grafo que v/erifica P y que es reflexivo, es transitivo. 
La demostración es simple consecuencia de las definiciones. 



2.3.: TEOREMA 
Si el grafo (X,r} carece de bucles y de circuitos.y todos sus 

caminos son de longitud inferior a 2i (i'l ), entonces verifica P.. 
Demostración: 
Vx£X, rP(x) U r ^(x) = r^( ix\ Ur^(x)). Como por hipòte

sis r •'•(x) = pi , se obtiene que 

Vx£X, r^( tx{ Ur^(xJ } = C^ix]c {xl Ur^(x). LB tesis se si 
gue ahora de 1.5. 

2,4,; T^QRSMA 
Sea (X,r) un grafo que v/erifica P. para algun ifitsea ACX. Si 

xíK es punto de Jè(i,r}-acumulaci6n de A, entonces tiene en él descen— 
dientes de orden i. 

Demostración 
Como {x} U r [x] es por hipòtesis </l.(i,r)-entorna de x Eonte-

nido en cualquiera otro,entonces puede afirmarse que la condición 

(( {X} ur^ (x)) -{A)n A M 
es necesaria.y suficiente para que K sea punto de acumulación de A.Por 
lo tanto, r ( X J O A / ̂  , lo que prueba el teorema. 

2.?ii TEQfíEMA 
Sea (X,r) un grafo que verifica P. para algíin iíI.Sea ACX.Si 

x£X-A tiene en A descendientes de orden i, entonces y soolo entonces 
es punto de c!l.(i,r)-acumulaci6n de A. 

La demostración se sigue del teorema anterior y del 1.18. 

3.: EXPRESIQN TQPQLQGICA DE CIERTAS PROPIEDADES DE UN GRAFO 

3.1.i TEQREMA 
Dado un grafo (x,r). si U es un subconjunto de X interiormente 

estable y Jl.(r)-abierto, entonces y solo entonces r(u}= )6. 
Demostración: 
Si U es i.e.,por definición r(u)H U= ^. Al ser U Jl(r)-abier 

to, r(u)cU, por 1.5.La conclusión es ahora evidente. 

Dado un grafo (Xir*), si T es un subconjunto de X exteriormente 
estable y tn,(r)-cerrado, entonces y solo entonces T= X. 

Demostración: 
Si T es exteriormente estable ( (l) 4,p58), X - T C T " (T).SÍ T 

es Jl(r)-cerrado (1.14), r~^(T) C T. La conclusión es ahora evidents. 

Sea [X,r) un grafo y TCX, no vacío y exteriormente estable. 
Entonces X es la Jl(r)-clausura de T. 

Demostración: 
Si x£X-T, por ser T e.e., r(x) f\ 1^ ^, es decir x tiene des

cendientes (de orden l) en T.Por 1.18, x es punto de </l(r)-acumulación 
de A. Por lo tanto X-T C AC.(T) -^ XCAC.(T) U T -» X - AC.(T)U T. 

Si T es denso en X para<ft(r),podemos adirmar que si xíX-T,tiene 
descent :ntes en T, però no necesariamente son de orden l.No obstante 

3.4.: TEOREMA 
Si (X,r) cumple la propiedad Pi y TCX es Jl(r)-denso en X, 

entonces T es exteriomente estable. 
La demostración es simple conseciencia de 1.19. 



3.5.; DEFINICION ((4) 1.7.2). 
Un grafo (X.f) BS: 
3.5.1.zFuertemente conexo si V (x,y) fX , con x^y, existe 

en 61 un camino con extrernidad inicial x,y extremidad final y. 
3.5.2. :SemifuBrtBmati te conexo si V (x,y)6X , con x̂ y,exijB 

te en 61 un camino que los une. 
3.5.3. tCuasifuertemente conexo, si V (x,y)tX con x;4 y, 

extisten puntos z,z'£X, tales que los caminos ^(x,z) i((y,z) o los 
<Czíx) ^(zíy) figgran en al grafo. 

3.5.4. ;Debilmenbe conexo, si V [^,y)iy^, con Xj4y, existe en 
61 una cadena que une x con y. 

3.6.; TEOREMA 
Sea (X,P) un grafo. Toda componente débilmente conexa de X, 

es Jl(r)-abiBrto y Jl(r) cerrado, 
De.nostración 
Sea C una tal componente d6bilmente conexa.Si z£r(C),en-

toncss puede ser unido a cualquier \/6rtice de C por una cadena. 
C U {z} seré entonces d6bilmente conexo, però como C es 

maximal, necesariamente C U { z } = C y por tanto z C.Se ha v/iste 
pues que r(C)c C, lo que, en v/irtud de 1.5 equivale a que C es abier 
to. 

Si Z€ r (C), entonces tambi6n puede ser unido a cualquier 
v6rtice de C por una cadena, y del mismo modo se prueba que r~^(C)cC, 
es decir, que C es cerrado. 

3.7.; TEOREMA 
Sea (X,r) un grrafo.Toda componente d6bilmente conexa de X 

es Jl.(p,r)-abierto y cJl(p,r)-cerrado. 
Demostración 
Es id6ntica a la anterior. 

3,3.; T^QR£MA 
Si X es c/l(r)-conBxo, entonces es un grafo d6bilmentB co

nexo . 
Demostración 
Caso contrario existirien dos vórtices distintos x',y, que 

no podrían ser unidos mediante una cadena. Si C es la componente débi^ 
menta conexa que contiene a x, oor el teorema anberior se tiene que es 
jl(r)-abierto y cJl(r}-cerrado, y ademés y ̂  C. Luego, C es no vaclo 
abierto cerrado y distinto de X. Por lo tanto X no seria c/l(r)-conexo, 

3.9.i L£MA ,_i 
Sea (X,r) un grafo.Sea xeX, y P (x) el conjunto de to-

dos los antecesores de x unido al {x],Si x no puede ser unido a ygX 
mediante una cadena, entonces y solo entonces se x/erifican simultànea-
mente las igualdades 

r(x)n r{y) = ^ 

f (x)nr"^y)=^ 

r'^\>^)nr (y)= ^ 
r"\x)nr"\y)= ̂ . 
La demostración es innecesaria, pues caso contrario x po

dria ser undo a y mediante una cadena. 



3ea CX,r] un grafo débilmenta conexo. Entonces X es cQ.(r)-co-
nexo, 

DRinostraolón 
Si X no fuera cíl(r)-conexo, existirían subconjuntos propios 

A,BCX, no vacíos y simultàneamente jl(r]-abiertos y ji(r)-cerrados 
tales que AUB= X AnB= gS. 

Existen por tanto elementos xüA yCB, tales que r{x) c. A, 
r" (x}cA,f (y}CB, r-l(y)CB. 

Se verifican por tanto las condiciones del lema anterior,lo 
que equi\/al8 a afirmar que x no puede ser unido a y mediante ninguna 
cadena, y que por tanto (X,P} no es débilmente conexo, contra la hi
pòtesis. 

3.11.: COROLARIG 
Todo grafo fuertemente conexo (semiPijertemente conexo, cuasi-

fjertemente conexo) es c*l(r)-conexo. 

3.12.; TEOREMA 
"En un grafo simétrico no existen mas cl(r)-abiertos que X, ̂  

las componentes débilmente conexas y sus reuniones. 
Demostración: 
Sea U un c£(î  J-abierto no vacío estrictamente contenido en X. 

Sea y X-U.Si y pudiera ser unido a algun elemento de U por unatadena, 
por la simetria del grafo seria descendiente de algun elemento de D 
lo cual contradioe a 1.5. 

Por lo tanto U contiene a todos sus decendientes y ascendien— 
tes, siendo pues una componente débilmente conexa. 

Se ha probado ya que toda componente débilmente conexa es 
jl(r}-abierto, 

3.13.: TEOREMA 
Si X es Jl(p,r)-conexo, entonces (X,r) es débilmente conexo. 
Demostración: 
Aunque pueds ser reproducida literalments la de 3.9., al ser 

la topologia Jl(r) menos fina que la Jl(p,P), si (X;r) fuera no débil
mente conexo eería no cn,(r)-conexo, y en tal caso seria no d(p,>'')-co
nexo, contra la hipòtesis. 
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